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Première partie

MODÈLES DE BASE

& LEUR MISE EN PERSPECTIVE

1
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LE but de cette partie est de présenter la démarche de modélisation mathé-
matique. Nous ne voulons pas simplement analyser des modèles mais aussi

les mettre en place. Ceci suppose de mettre en lumière les hypothèses et les pré-
supposés que l’on fait et de les critiquer, afin notamment de ne pas reprocher à
un modèle des défauts qui sont inscrits dans ses «gènes».

Nous étudierons les modèles de base. Certains serviront de «brique» dans
des modèles plus élaborés. Cette partie ne repose pas sur des mathématiques
sophistiquées et nous aurons recours à l’expérimentation numérique pour ex-
plorer les comportements des modèles. (Ce sera le but de la deuxième partie du
texte de développer les concepts et les outils mathématiques qui permettront
une compréhension plus profonde des phénomènes observés. )
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Chapitre 1

Modéliser la dynamique des
populations : généralités

Notons N (tk ) la taille d’une population à des instants tk . Évidemment, il s’agit
d’un nombre entier, c.-à-d. N (tk ) ∈N. Les instants tk sont discrets et nous sup-
posons pour simplifier qu’ils sont équirépartis : tk = kδ avec δ> 0.
Modéliser l’évolution de la taille de la population consiste à définir les varia-
tions ∆k (N (tk )) de cette taille entre les instants tk et tk+1 :

N (tk+1) = N (tk )+∆k (N (tk )).

La figure suivante illustre ce que nous venons de décrire.

Les phénomènes fondamentaux qui déterminent ces variations sont les nais-
sances, les morts, et les migrations (dans un sens très général). Construire un
modèle c’est faire des hypothèses sur les causes qui gouvernent les naissances

5



6 CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

et les morts.
Mais c’est aussi décider de la nature de N (tk ) :

— fonction déterministe du temps ?
— variable aléatoire ?

Et c’est enfin décider ce que signifie “δ” :
— est-ce un pas de temps fixé (un jour, une année, etc) ? (temps discret)
— ou bien va-t-on faire tendre δ vers 0 ? (temps continu)

Il est évident que décrire des populations uniquement par leur abondance est
une grande simplification et que de meilleurs modèles doivent prendre en compte
d’autres aspects. Pour n’en citer que deux : la distribution en âge des indivi-
dus joue un rôle important (taille, maturité sexuelle, etc) ; la répartition géogra-
phique (pensons par ex. à des proies qui ont un refuge, etc). Autrement dit, s’in-
téresser uniquement à l’effectif d’une population, c’est considérer ses membres
comme indiscernables ou bien qu’on observe une sous-population homogène.

Les questions de base de l’écologie sont de comprendre la persistance ou
bien la résilience d’un écosystème ; la stabilité d’une niche écologique ; l’extinc-
tion d’une espèce ; l’adaptation d’une espèce à son milieu ; les fluctuations des
populations (périodiques ou au contraire erratiques) ; si la complexité est une
source de stabilité pour une communauté ; etc. Les influences s’exerçant sur
une communauté ou une population sont multiples et de nature diverse : pol-
lution par l’homme, fragmentation d’un habitat (exploitation forestière), pêche
excessive, caprices de la météo, mutations génétiques, changement climatique,
etc. Certaines de ces influences ont un caractère déterministe tandis que d’autres
sont de nature aléatoire.

Les premiers modèles mathématiques en écologie remontent aux années
1920, avec Lotka et surtout Volterra. Pour diverses raisons, ce sont d’abord des
modèles basés sur équations différentielles, c.-à-d. des modèles purement dé-
terministes, qui ont été proposés. Une modélisation stochastique semble pour-
tant plus appropriée pour tenter de décrire les systèmes écologiques qu’une
modélisation déterministe qui ne capture que des effets de «moyenne». Il ne
faut cependant pas conclure hâtivement que les modèles déterministes sont
à rejeter : les modèles stochastiques, de par leur richesse, ont l’inconvénient
qu’ils sont souvent plus difficiles à étudier. En s’appuyant sur des phénomènes
probabilistes (du type loi des grands nombres ou théorème limite central) qui
font que certains caractères aléatoires ont tendance à s’effacer, si la popula-
tion est grande, on est souvent conduit aux modèles déterministes dans les-
quels une variable aléatoire est remplacée par certaines de ses valeurs typiques
comme la moyenne ou la variance. Par contre, si la population passe en des-
sous d’un certain seuil, le modèle déterministe perd sa pertinence car l’effet
des fluctuations devient majeur et peut conduire à l’extinction.
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Chapitre 2

Reproduction aléatoire
en temps discret

CE chapitre a pour objet le modèle de Bienaymé-Galton-Watson et plusieurs
de ses généralisations naturelles.

2.1 Le modèle de Bienaymé-Galton-Watson

2.1.1 Mise en place

Nous considérons une population d’individus dont nous voulons modéliser le
plus simplement possible la reproduction. Nous supposons que tous les indivi-
dus se reproduisent en même temps. Ce qui nous intéresse est de savoir com-
bien ils auront de descendants au fil des générations. Le temps va donc être dis-
cret et sera décrit par la variable t ∈N0. Pour fixer les idées, pensons à une po-
pulation de plantes hermaphrodites 1 qui se reproduisent tous les printemps.
Elles meurent en laissant un certain nombre de graînes qui vont devenir des
fleurs au printemps suivant, et ainsi de suite. Une génération équivaut à une
année.

Loi de reproduction des individus Commençons par spécifier comment un
individu se reproduit. On se donne une variable aléatoire ξ à valeurs dansN qui
décrit combien il aura de descendants. Autrement dit, la probabilité P(ξ = k)
qu’il ait k descendants est supposée connue et on la note pk . L’ensemble des pk

s’appelle la loi de reproduction et on suppose qu’elle est la même pour tous les

1. c.-à-d. des plantes à fleurs (le pommier par exemple) qui portent, dans la même fleur, les
organes sexuels mâles et femelles (étamine et pistil).

9



10 CHAPITRE 2. REPRODUCTION ALÉATOIRE EN TEMPS DISCRET

individus et qu’elle ne dépend pas des générations. Bien entendu, nous verrons
plus tard des modèles où ces hypothèses sont relâchées.

Dynamique de la population L’hypothèse cruciale, évidemment simpliste, est
que les individus se reproduisent indépendamment les uns des autres : chacun
des X t individus vivant à la génération t est remplacé à la génération t +1 par
un nombre entier, aléatoire, d’individus, tiré au sort suivant la loi de reproduc-
tion, de manière indépendante du remplacement des autres individus.
Pour formaliser cela, il faut introduire une famille à deux indices {ξτi ; i ,τ =
1,2, . . .} de variables aléatoires indépendantes et toutes distribuées comme ξ.
On peut alors écrire

(2.1) X t+1 =
X t∑

i=1
ξt+1

i , t ∈N0.

Il est clair que l’espace d’état est l’ensemble {0,1,2, . . .}. L’état “0” joue un rôle
particulier car il est “absorbant” dans le sens que si X t = 0 pour un certain t ,
alors X t+1 = 0 et, par récurrence, X t+k = 0 pour tout k Ê 1.

Un tel processus s’appelle un processus de Bienaymé-Galton-Watson ou de
Galton-Watson. C’est l’exemple de base d’un processus de ramification ou de
branchement à temps discret. C’est également un exemple de chaîne de Mar-
kov.

FIGURE 2.1: Une réalisation d’un processus de Bienaymé-Galton-Watson. Le
temps d’écoule de la gauche vers la droite.

Exemples de lois de reproduction. Si par exemple p2 = 1, on a un processus
déterministe : si X0 = 1 alors X t = 2t pour tout t Ê 1. L’évolution du processus
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est résumée par un arbre binaire. Plus généralement, si pk = 1 et X0 = 1 alors
X t = k t . Cette situation est dégénérée.
Un exemple basique est motivé par la division cellulaire : il y a soit zéro des-
cendant (avec probabilité p0) soit deux descandants (avec probabilité p2) et
p0 +p2 = 1.
Plus généralement, on peut imaginer des situations où il y a un nombre maxi-
mum donné de descendants posibles kmax ; la loi de reproduction est donc une
collection finie de nombres {p0, p1, . . . , pkmax } où pk ∈ [0,1[ et p0 + p1 + ·· · +
pkmax = 1.
Il y a des situations où il est plus adéquat de supposer qu’il y a un nombre de
descendants potentiellement infini. Une loi de reproduction possible est la loi
géométrique :

pk = qpk

où q = 1−p et p ∈]0,1[. Une illustration biologique très sommaire de cette loi
de reproduction est la suivante : imaginons une femelle qui pond pendant une
saison un œuf après l’autre, chaque ponte étant supposée indépendante des
autres. Elle pond un œuf avec probabilité p et cesse de pondre au premier
échec qui a lieu avec probabilité q . Nous verrons plus loin que la loi géomé-
trique convenablement modifiée a été utilisée en démographie.
Le nombre moyen de descendants correspondant à une loi de reproduction
quelconque est noté

(2.2) m ≡E[ξ] =
∞∑

j=1
j p j .

Par hypothèse, E[ξt
k ] = m pour tout t et pour tout k. Dans le cas de la division

cellullaire p0 + p2 = 1, donc m = 2p2. Dans le cas de la loi géométrique on a
m = p/q .
Une autre loi utilisée en biologie qui permet également un nombre aussi grand
que l’on veut de descendants est la loi de Poisson :

pk = e−mmk /k !, k = 0,1, . . . ,

où m est le paramètre de la loi qui est précisément sa moyenne. Que ce soit la
loi géométrique ou la loi de Poisson, pk est très petit quand k devient grand.
Pensons à la situation biologique où il y a beau avoir de très nombreux œufs
produits, peu d’entre eux arrivent à maturité.
Dans tous ces exemples, m est fini soit parce qu’il n’y a qu’un nombre fini de
termes dans la série (2.2) soit parce que celle-ci est convergente.
Une autre quantité importante attachée à une loi de reproduction est sa va-
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riance qui mesure la dispersion autour de la moyenne :

σ2 ≡E[(ξ−m)2] =
∞∑

k=0
(k −m)2pk .

Par hypothèse cette variance ne dépend pas de t . Dans les applications, la va-
riance de la loi de reproduction est finie.
On suppose dorénavant que

(2.3) m <∞ et σ2 <∞

Nous supposerons qu’au temps t = 0, il y a un seul individu.

Il est clair qu’à cause de l’indépendance entre les individus, on peut se ramener
à ce cas. On généralise facilement les résultats que nous obtiendrons avec un
individu initial au cas d’un nombre initial quelconque d’individus.

Les questions de base pour ce modèle sont :

1. Comment évolue la population en moyenne, c.-à-d. comment évolue
E(X t ) ?

2. Quelle est sa variance Var(X t ) ?

3. Comment la loi de reproduction influence-t-elle le comportement de
X t ?

4. Quelle est la probabilité pour que la population issue d’un individu s’éteigne ?

Avant de poursuivre, éliminons certaines situations dégénérées ou sans intérêt :
� p0 = 1 équivaut au fait que X t+1 = X t pour tout t : il y a un seul individu

à chaque génération.
� si p0 = 0 et p1 < 1 alors il existe k Ê 2 tel que pk > 0 et donc X t+1 Ê X t :

à chaque génération la population, ou bien la population augmente ou
bien elle est de même taille que la population de la génération précé-
dente. La population va certainement devenir arbitrairement grande.
� si p1 < 1 et si p0 + p1 = 1 alors X t+1 É X t : la population décroît et finit

certainement par s’éteindre.
Pour éliminer tous ces cas simultanément, on suppose dorénavant que

(2.4) p0 > 0, p0 +p1 < 1.

2.1.2 Comportement en moyenne

Il est facile d’obtenir l’évolution en moyenne de la population. Intuitivement
puisque X t+1 est une somme de X t variables aléatoires ayant toute la même
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espérance m, on s’attend à ce que E[X t+1] = mE[X t ]. Pour le montrer rigou-
reusement, on va décomposer selon les valeurs que prend X t :

E[X t+1] =E
[ ∞∑

i=0
1{X t=i }

X t∑
k=1

ξt+1
k

]
=E

[ ∞∑
i=0
1{X t=i }

i∑
k=1

ξt+1
k

]
(?)=

∞∑
i=0
E

[
1{X t=i }

i∑
k=1

ξt+1
k

] (??)=
∞∑

i=0
E[1{X t=i }]E

[ i∑
k=1

ξt+1
k

]
=

∞∑
i=0

i E[1{X t=i }]E[ξt+1
k ]︸ ︷︷ ︸

=m

= m
∞∑

i=0
i E[1{X t=i }] = mE[X t ].

L’égalité (?) est justifiée par le fait qu’on peut permuter l’espérance avec la
sommation car on somme des termes positifs (théorème de convergence mo-
notone). L’égalité (??) vient du fait que X t est indépendant des ξt+1

k . En effet,
X t est une fonction des ξt

k .
On a donc montré le fait suivant :

+ PROPOSITION 2.1.
La population moyenne xt ≡E[X t ] suit la récurrence

(2.5) x0 = 1, xt+1 = mxt .

Si m < 1 alors, en moyenne, la population s’éteint exponentiellement vite. Si m >
1, elle prolifère exponentiellement vite. Enfin, si m = 1, elle est constante.

Le paramètre m semble être le paramètre clé qui sépare un régime d’extinc-
tion d’un régime d’«explosion».
L’équation (2.5) est tout simplement le modèle déterministe à temps discret
auquel nous serions arrivés en supposant que chaque individu a exactement
m enfants, c.-à-d. en supposant que la loi de reproduction est déterministe :
pm = 1.
Nous allons voir que m = 1 est effectivement une valeur critique mais que le
comportement de X t est plus subtil (et plus intéressant !) que le comportement
de sa moyenne xt .

2.1.3 Fonctions génératrices

L’outil clé s’avère être les fonctions génératrices.

Fonction génératrice de la loi de reproduction On associe à {pk ;k = 0,1, . . .}
sa fonction génératrice ϕ : [0,1] → [0,1] définie par

ϕ(s) =
+∞∑
k=0

pk sk .
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Elle satisfait les propriétés suivantes 2 :

1. ϕ(0) = p0 > 0 et ϕ(1) = 1 ;

2. elle est continue ;

3. elle est dérivable autant de fois qu’on veut pour tout s ∈ [0,1[ ;

4. elle est strictement croissante et strictement convexe.

Les trois premiers points sont des propriétés générales des fonctions généra-
trices.

- EXERCICE 2.1.1. Démontrer le point 4. Faire un dessin du graphe de ϕ.

Un résultat général sur les fonctions génératrices nous dit que m = ϕ′(1) =
lims→1−ϕ

′(s) et que σ2 =ϕ"(1)+ϕ′(1)− (
ϕ′(1)

)2.

Fonction génératrice de X t Pour toute génération t on définit la fonction

(2.6) Ψt (s) ≡E[
sX t

]= ∞∑
i=0
P(X t = i )si , s ∈ [0,1].

Nous faisons un léger abus de notation en notantP(X t = i ) la probabilité condi-
tionnelleP(X t = i |X0 = 1).
Observons que Ψ0(s) = s et que Ψ1(s) =ϕ(s) pour tout s ∈ [0,1].
Il y a une relation de récurrence entre Ψt+1(s) et Ψt (s) :

(2.7) Ψt+1(s) =ϕ(Ψt (s)).

Cette relation provient d’un fait général sur la fonction génératrice d’une somme
X1+X2+·· ·+XN d’un nombre aléatoire N de v.a. où N , X1, X2, . . . sont indépen-
dantes :

Ψt+1(s) =Ψt (ϕ(s)).

En itérant cette identité on trouve

Ψt+1(s) =Ψ0
(
ϕ◦t (s)

)
=ϕ◦t (s) (carΨ0 = Id)

=ϕ(
ϕ◦(t−1)(s)

)
=ϕ(Ψt (s))

où ϕ◦t est la fonction ϕ composée t fois avec elle-même (ϕ◦0 ≡ ϕ, ϕ◦1 = ϕ◦ϕ,
etc).

2. n’oubliez pas qu’on suppose (8.30)
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2.1.4 Probabilité d’extinction

Dire qu’il y a extinction signifie qu’il existe une génération t Ê 1 à laquelle X t = 0
puisque l’état 0 est absorbant, donc

E =
∞⋃

t=1
{X t = 0}.

Les événements {X t = 0} forment un suite croissante d’événements puisque
X t = 0 implique que X t+1 = 0, c.-à-d. {X t = 0} ⊂ {X t+1 = 0}. Un résultat de base
de la théorie des probabilités nous garantit que

P(E ) = lim
t→∞P{X t = 0}.

La première génération t0 telle que X t0 = 0 est une v.a. qu’on appelle naturelle-
ment le temps d’extinction. On la note T0 et on le définit formellement par

(2.8) T0 ≡ inf{t Ê 1 : X t = 0}.

Par définition, {T0 <∞} = E .
Il n’est pas difficile de trouver une équation satisfaite par la probabilité d’ex-

tinction. Notons st la probabilité qu’un individu initial n’ait plus de descen-
dants à la génération t . Par ce qui précède, limt→∞ st =P(E ).
Durant la première génération, l’individu produit k descendants avec la proba-
bilité pk . La probabilité que la lignée de l’individu initial se soit éteinte au temps
t est donc égale à la probabilité que les lignées de ces k descendants se soient
éteintes au cours des t −1 générations suivantes. Durant ce laps de temps, les k
individus vont avoir des lignées évoluant indépendamment les unes des autres,
et la probabilité qu’elles se soient éteintes est donc égale au produit des proba-
bilités d’extinction de chacune d’elles. Autrement dit :

st =
+∞∑
k=0

pk (st−1)k

c.-à-d.

(2.9) st =ϕ(st−1)

où ϕ est la fonction génératrice de la loi de reproduction.
On peut retrouver cette formule en observant que Ψt (0) =P(X t = 0) = st .
L’étude de la probabilité d’extinction se ramène donc à l’étude d’une suite ré-
currente dans l’intervalle [0,1].
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+ THÉORÈME 2.1.
Supposons que m <∞. On a

P(E ) =
{

1 si m É 1,

s∗ si m > 1,

où s∗ > 0 est la solution de s =ϕ(s) dans [0,1] qui est plus petite que 1.
De plus, avec probabilité un, soit X t → 0 soit X t → +∞ quand t tend vers ∞.
Autrement dit, si la population survit elle tend vers l’infini.

Démonstration. On décompose la démonstration en deux parties. Dans la pre-
mière on montre que la probabilité d’extinction est une solution de l’équation
s =ϕ(s). Dans la seconde partie, on considère ce qui se passe selon les valeurs
de m.
•P(E ) est une solution de s =ϕ(s)
Nous savons vu que st =P(X t = 0) satisfait l’équation de récurrence

st =ϕ(st−1).

Montrons que (st ) est une suite croissante. On a x1 =ϕ(0) = p0 > 0 (x1 =Ψ1(0) =
ϕ(0)). Puis x2 =ϕ(x1). Or on sait queϕ est strictemement croissante doncϕ(x1) >
ϕ(0), c.-à-d. x2 > x1. Par récurrence on conclut que (st ) est une suite croissante
et comme st É 1 pour tout t (st est une probabilité), elle converge vers une li-
mite s̄. Par continuité deϕ cette limite doit satisfaire l’équation s̄ =ϕ(s̄). A priori
0 < s̄ É 1.
• Les cas m É 1 et m > 1
L’équation s = ϕ(s) a au moins une solution, à savoir s = 1 ; en effet ϕ(1) = 1.
Montrons que si m É 1, ϕ(s) > s pour tout s ∈ [0,1[ mais que si m > 1 alors
l’équation possède une autre solution se trouvant dans l’intervalle ]0,1[.
Par l’hypothèse (2.4) il y a une probabilité non nulle qu’un individu ait deux ou
plus descendants donc on peut écrire

ϕ(s) = p0 +p2+k s2+k +
∞∑

m=1
m 6=2+k

pm sm

où k Ê 0, p0 > 0, p2+k > 0 et pm Ê 0 pour tout m Ê 1 à part m = 2+k. On vérifie
facilement que cela donneϕ"(s) > 0 pour tout s > 0. Faisons un développement
de Taylor à gauche de 1 :

ϕ(1−ε) =ϕ(1)−εϕ′(1)+ ε2

2
ϕ"(u) = 1−mε+ ε2

2
ϕ"(u), ε> 0,
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où 1−ε< u < 1. Donc

ϕ(1−ε)− (1−ε) = ε(1−m)+ ε2

2
ϕ"(u).

• Si m É 1 alors le membre de droite de cette équation est strictement positif,
c.-à-d. ϕ(1− ε) > 1− ε, donc le graphe de ϕ est toujours au dessus la première
bissectrice. On conclut que la seule solution de l’équation s = ϕ(s) est s = 1 et
que donc l’extinction a lieu avec probabilité un.
• Si m > 1 alorsϕ(1−ε) < 1−ε si ε est suffisamment petit. Il doit donc exister une
autre solution s∗ à l’équation s =ϕ(s) et elle est strictement positive et stricte-
ment inférieure à 1 (n’oublions pas que ϕ(0) = p0 > 0). Graphiquement on voit
que la suite (st ) va converger vers s∗ et pas vers 1. On conclut que la probabilité
d’extinction est s∗ ∈]0,1[.
Il nous reste à montrer la dichotomie de comportement dans le cas m > 1. On
sait que Ψt (s) converge vers s∗ quand t → ∞, l’unique solution de ϕ(s) = s
dans [0,1[ (rappelons qu’on a la relation de récurrence (2.7)). Puisque Ψt (s) =∑∞

i=0P(X t = i )si , cela signifie que P(X t = 0) → s∗ quand t →∞ et que P(X t =
i ) → 0 pour tout i Ê 1. DoncP(X t → 0 ou X t →∞) =P(X t → 0)+P(X t →∞) = 1
avecP(X t → 0) = s∗ (etP(X t →∞) = 1− s∗). C.Q.F.D.

- EXERCICE 2.1.2. Montrer que si X0 = N0 Ê 1, où N0 est donné, alors

P(E ) =
{

1 si m É 1,

(s∗)N0 si m > 1,

où s∗ est le même nombre que dans le théorème précédent. Commentez.

X DÉFINITION 2.2. Il est d’usage d’appeler cas critique le cas m = 1, cas sur-critique
le cas m > 1 et cas sous-critique le cas m < 1.

Le théorème précédent nous dit que dans le cas sous-critique, la population se
comporte comme sa moyenne. Dans le cas critique, c’est radicalement diffé-
rent : le comportement moyen est trivial (la population moyenne est constante
au cours du temps) alors qu’avec probabilité un elle s’éteint. Dans le cas sur-
critique, il y a également une grande différence de comportement : la popu-
lation moyenne explose alors que la population elle-même a une probabilité
strictement positive de s’éteindre.

+ REMARQUE 2.3. Dans le cas où on est sur-critique mais très proche du cas cri-
tique, c.-à-d. m > 1 et m −1 ¿ 1, on a l’approximation suivante pour la proba-
bilité de survie :

P(Survie) ≈ 2(m −1)

σ2
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où σ2 est la variance de la loi de reproduction. En particulier, cette approxima-
tion montre que si la variance de la loi de reproduction augmente, la probabilité
de survie diminue.

. EXEMPLE 2.1.1. Considérons le cas où p0+p2 = 1 (avec p0 > 0). Autrement dit, il
y a à chaque génération un descendant avec probabilité p0 ou deux descendants
avec probabilité p2 = 1−p0. Les points fixes de l’équation s =ϕ(s) sont 1 et p0/p2.
On a P(E ) = 1 si p0 Ê p2 et P(E ) = p0/p2 si p0 < p2. Notons qu’il est difficile de
calculer cette probabilité sans l’aide du théorème précédent ! La figure suivante
illustre les trois cas avec p0 = 0.2 (cas surcritique), p0 = 0.5 (cas critique) et p0 =
0.7 (cas sous-critique).

FIGURE 2.2: Exemple avec p0 +p2 = 1. Quand p0 = 0.5 (cas critique) ou p0 = 0.7
(cas sous-critique),P(E ) = 1. Quand p0 = 0.2 (cas surcritique),P(E ) = 0.25.

- EXERCICE 2.1.3. Dans le cas où p0 = 1/4 et p1 = 3/4, calculer P(Xn = 0) et
P(Xn = 1).

- EXERCICE 2.1.4. Alfred Lotka a proposé en 1931 une loi géométrique modifiée
pour modéliser la reproduction chez les hommes blancs aux USA dans les années
1920. Il a été trouvé que la loi

p0 = 1

2
et pk =

(
3

5

)k−1 1

5
pour k = 1,2, . . .

collait assez bien aux données. Montrer que la probabilité d’extinction d’une li-
gnée vaut 5/6.

- EXERCICE 2.1.5 (Gène mutant). On modélise l’évolution d’une population de
gènes à l’aide d’un processus de Bienaymé-Galton-Watson. On suppose qu’un
gène a une chance de muter et que la probabilité qu’un tel gène ait k descen-
dants (k = 0,1, . . .) est gouvernée par une loi de Poisson de paramètre λ. Montrer
que s∗ ∈ ]0,1[ si et seulement si λ> 1.
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2.1.5 Variance de la population

La variance de la taille de la population à la génération t donne une mesure de
sa dispersion autour de sa taille moyenne :

+ PROPOSITION 2.2.
La variance de la population à la génération t est

σ2
t ≡E

[(
X t −mt )2]={

mt−1(mt−1)
m−1 σ2 si m 6= 1

tσ2 si m = 1.

En particulier :
� si m < 1, on aE[X t ] → 0 et σ2

t → 0 ;
� si m = 1, on aE[X t ] = 1 pour tout t , et σ2

t →∞ ;
� si m < 1, on aE[X t ] →∞ et σ2

t →∞.

Notons que dans le cas sur-critique la variance croît exponentiellement avec
le nombre de générations tandis qu’elle décroît exponentiellement dans le cas
sous-critique. Dans le cas critique, la variance croît linéairement avec le nombre
de générations.

- EXERCICE 2.1.6. Démontrer la formule pour σ2
t .

2.1.6 Quand la population initiale tend vers l’infini

Que se passe-t-il si on a initialement une population X0 très grande ? La pre-
mière chose à faire est de considérer la limite quand X0 tend vers ∞ en s’ap-
puyant sur la loi des grands nombres :

+ THÉORÈME 2.4.
Pour chaque t

(2.10) lim
X0→∞

X t

X0
= mt , avec probabilité un.

Démonstration. La limite (2.10) s’obtient par récurrence. La loi forte des grands
nombres donne

lim
X0→∞

X1

X0
= lim

X0→∞
1

X0

X0∑
k=1

ξ1
k = m, p.s..

Si on suppose que limX0→∞ X t−1/X0 = mt−1 p.s. alors

lim
X0→∞

X t

X0
= lim

X0→∞

[(
X t−1

X0

)(
1

X t−1

X t−1∑
k=1

ξt
k

)]
= mt , p.s..
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En effet, le terme X t−1/X0 tend p.s. vers mt−1 quand X0 →∞ (hypothèse de ré-
currence), donc X t−1 doit tendre aussi vers l’infini car m 6= 0 (m = 0 si et seule-
ment si p0 = 0, mais on a exclu ce cas). On peut appliquer la loi des grands
nombres pour obtenir que X −1

t−1

∑X t−1
k=1 ξ

t
k tend p.s. vers m. C.Q.F.D.

La signification du théorème précédent est que si X0 À 1 alors, quelle que
soit la génération t , X t ≈ mt X0.

2.1.7 Complément sur le temps d’extinction

Nous allons énoncer un résultat qui décrit le comportement de la queue de la
loi de probabilité du temps d’extinction dans les cas sous-critique et critique.

+ PROPOSITION 2.3.

1. Si m < 1, il existe une constante C qui dépend de la loi de reproduction
telle que

P
(
T0 > t

)∼C mt quand t →∞.

2. Si m = 1 alors

P
(
T0 > t

)∼ 2

σ2t
quand t →∞.

(Le temps d’extinction est défini en (2.8).)

Cette proposition nous enseigne que dans le cas sous-critique, la queue de la
loi de probabilité du temps d’extinction décroît exponentiellement vite, ce qui
implique que tous les moments du temps d’extinction 3 sont finis. Dans le cas
critique, le temps moyen d’extinction (premier moment de T0) est infini !

2.1.8 L Croissance de la population dans le sur-critique

D’après le Théorème 2.1, on sait que dans le cas sur-critique, il y a une proba-
bilité strictement positive que la population survive auquel cas elle «explose» :
X t →∞. La question naturelle est : à quelle vitesse ? On a vu qu’«en moyenne»
c’est exponentiel, plus précisémentE[X t ] = mt . Ceci suggère de normaliser X t

par mt . Le théorème suivant répond à cette question :

+ THÉORÈME 2.5.
Il existe une variable aléatoire positive Y telle que

lim
t→∞

X t

mt
= Y avec probabilité un.

3. c.-à-d. les quantitiésE
[
T q

0

]
pour q = 1,2, . . .
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Qui plus est,P(Y = 0) =P(E ) et pour presque toutω dans E c , Y (ω) > 0 et X t (ω) ∼
mt Y (ω) quand t →∞. Donc, soit la population s’éteint, soit elle explose comme
mt .

Commentons ce que signifie ce résultat assez abstrait. Il nous annonce d’abord
que X t croît comme mt Y mais le hic est cela ne nous apprend rien si Y = 0, à
part que mt est un facteur de normalisation trop gros. Il nous annonce ensuire
que X t croît bien proportionnellement à mt pour les réalisations du processus
pour lesquelles il n’y a pas extinction.

FIGURE 2.3: 15 réalisations de t 7→ X t /mt dans le cas sur-critique avec p0 =
1−p2 = 0.4 (s∗ = p0/(1−p0) = 2/3).

2.2 Plusieurs types

Une généralisation naturelle du processus de Bienaymé-Galton-Watson est de
considérer que les individus d’une population ne sont pas indistinguables mais
ont des types différents. Pensons par exemple au sexe (masculin/féminin), au
génotype, au phénotype, à l’habitat (habitat favorable/habitat défavorable), etc.
En général, le type va conditionner la loi de reproduction.
Formalisons cette situation : on suppose qu’on a d types et on va décrire notre
population à la génération t par un vecteur Xt = (X (1)

t , . . . , X (d)
t ). Pour chaque
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type, on aura une loi de reproduction qui peut être différente des lois de re-
production des autres types. En général, un individu d’un type peut donner un
descendant du même type ou bien d’un des autres types.

Loi de reproduction Il nous faut des variables aléatoires ξ(i )
j qui donnent d’une

génération à la suivante le nombre de descendants de type j issus d’un parent
de type i . Autrement dit, à chaque type on associe un vecteur aléatoire de re-
production ξ(i ) = (ξ(i )

1 , . . . ,ξ(i )
d ).

L’analogue de la fonction génératrice ϕ dans le cas d’un seul type va être une
fonction vectorielle ϕ= (ϕ1, . . . ,ϕd ) où ϕi : [0,1]d → [0,1] et

ϕi (S) =
∞∑

k1=0
· · ·

∞∑
kd=0

P
(
ξ(i )

1 = k1, . . . ,ξ(i )
d = kd

)
sk1

1 · · · skd
d

où S = (s1, . . . , sd ).

Dynamique Comme pour le processus de Bienaymé-Galton-Watson avec un
seul type, on suppose que les individus se reproduisent indépendamment les
uns des autres à chaque génération. Nous définissons donc le processus de
Bienaymé-Galton-Watson multi-type en posant

(2.11) Xt+1 =
d∑

i=1

X (i )
t∑

k=1
ξ(i ),t+1

k

où
{
ξ(i ),t

k ; t ,k ∈ N, i = 1, . . . ,d
}

est une famille de vecteurs aléatoires indépen-

dants tels que pour chaque i , ξ(i ),t
k est de même loi que ξ(i ).

Commentons cette formule compliquée. S’il y a X (i )
t individus de type i à la

génération t , l’individu numéro k va donner un certain nombre de descen-
dants donnés par le vecteur ξ(i ),t+1 ; chaque composante de ce vecteur donne
le nombre de descendants de type j de cet individu ; il faut encore sommer sur
tous les types possibles indexés par i .
La j -ème composante du vecteur défini par (2.11) donne l’évolution en une
génération de la sous-population de type j :

X ( j )
t+1 =

d∑
i=1

X (i )
t∑

k=1
ξ(i ),t+1

k, j .

(Notons qu’on retrouve la formule (2.1) s’il n’y a qu’un seul type.)
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Fonction génératrice de Xt Introduisons les vecteurs ei ≡ (0, . . . ,0,1,0, . . . ,0)
qui forment la base canonique de Rd (la i ème composante de ei est égale à 1,
toutes les autres sont nulles). On note donc X0 = ei le fait que la population
initiale soit composée d’un seul individu de type i . On définit la fonction géné-
ratrice Ψt =

(
Ψ(1)

t , . . . ,Ψ(d)
t

)
de Xt par

Ψ(i )
t (S) =E

[
s

X (1)
t

1 ×·· ·× s
X (d)

t
d

∣∣∣X0 = ei

]
Il n’est pas difficile de généraliser ce qu’on a obtenu pour le cas avec un seul
type :

Pour tout t , pour tout S ∈ [0,1]d , Ψt+1(S) =Ψt
(
ϕ(S)

)
. On en déduit

que le «vecteur d’extinction» vext est donné par

vext = lim
t→∞

(
P(Xt = 0|X0 = ei ), i = 1,2, . . . ,d

)= lim
t→∞Ψt (0)

et qu’il doit satisfaire l’équation vext =ϕ(vext) par continuité.

C’est une simple extension de ce que nous avons fait précédemment en raison-
nant composante par composante.

Matrice des moyennes Dans le cas du processus de Bienaymé-Galton-Watson,
le nombre moyen m de descendants est le paramètre clé qui détermine les trois
régimes possibles. Dans le cas présent on a une matrice M de taille d ×d natu-
rellement associée au processus :

M(i , j ) ≡E[ξ(i )
j ].

M(i , j ) est le nombre moyen de descendants de type j si le parent est de type i .
On vérifie que

M(i , j ) = ∂

∂si
ϕ j (1, . . . ,1).

Pour tout vecteur Z ∈Nd on a la formule

E[Xt |X0 =Z] = M tZ.

En particulier s’il y a un seul individu de type i au départ,E[Xt |X0 = ei ] = M t ei .
Cela généralise donc la formuleE[X t |X0 = 1] = mt obtenue dans le cas unitype.

- EXERCICE 2.2.1. Montrer que, pour tout Z ∈Nd et pour tout t , on aE[Xt+1|Xt =
Z] = M tZ. En déduire la formule précédente.

Se pose donc la question suivante :
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Comment se comporte la matrice M t quand t tend vers l’infini ?

Pour y répondre, nous allons invoquer un résultat sur les matrices à coefficients
positifs, connu sous le nom de Théorème de Perron-Frobenius, qui dit en parti-
culier la chose suivante (sous une hypothèse que nous allons préciser ci-aprés) :

M tZ∼ ρtU

où ρ > 0 est la valeur propre de plus grand module de M et U le vecteur propre
à gauche associé (c.-à-d. UM = ρU). L’hypothèse sur M est qu’il existe un entier
n0 tel que tous les coefficients de M n0 soient strictement positifs : on dit que M
est primitive.
Il se trouve que ρ est le seul paramètre qui distingue trois régimes, c.-à-d. qu’il
joue exactement le même rôle que m dans le cas unitype :

+ THÉORÈME 2.6 (Critère d’extinction dans le cas multitype).
Supposons que ϕ n’est pas une fonction linéaire et que M est primitive.

� Si ρ > 1 alors toutes les composantes du vecteur d’extinction vext sont
strictement inférieures à 1 et vext est l’unique solution de ϕ(S) = S dans
[0,1[d .
� Si ρ É 1 alors vext = (1, . . . ,1).

Le cas où ϕ est une fonction linéaire est un cas dégénéré qui correspond à la
situation où p0 + p1 = 1 pour le cas unitype. Plus précisément c’est le cas où
ϕ(S) = MS.

Terminons avec un exemple illustratif. Supposons qu’on ait deux types et que

ϕ1(s1, s2) = 1

4
(1+ s1 + s2

2 + s2
1s2) et ϕ2(s1, s2) = 1

4
(1+ s1 + s2

2 + s1s2
2).

Prenons un individu de type 1 : il peut avoir aucun descendant ou bien un seul
descendant de son type ou bien deux descendants de type 2 ou bien deux des-
cendants de type 1 et une de type 2, chaque événement ayant la probabilité 1

4 .
On a

M =
(
3/4 1/2
3/4 1

)
·

Cette matrice est primitive puisque ses coefficients sont strictement positifs.
On trouve que ρ = 3/2 > 1 donc il existe s∗1 , s∗2 ∈ [0,1[ tels que ϕ1(s1, s2) = s1 et
ϕ2(s1, s2) = s2. On a s∗1 = s∗2 =p

2−1.
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2.3 Environnement variable

Parmi les nombreuses lacunes dont souffre le processus de Bienaymé-Galton-
Watson, il y a l’hypothèse que la loi de reproduction ne varie pas au cours du
temps. Or il est clair que celle-ci peut être impactée par des effets environne-
mentaux. Pensons simplement au temps qu’il fait pendant la saison de repro-
duction (par ex. sec ou humide pour des plantes) ou bien à l’effet d’un polluant
qui déteriore le milieu d’année en année.

2.3.1 Environnement variant de façon déterministe

Si la loi de reproduction dépend de la génération t et si on note m(t ) le nombre
moyen de descendants produits à la génération t , on généralise facilement le
calcul fait dans la Sous-section 2.1.2 pour obtenir E[X t ] = m(t − 1)E[X t−1] ce
qui donne par récurrence

E[X t ] =
t−1∏
k=0

m(k)E[X0].

Il y a d’innombrables façons de faire varier m(k). Nous nous limitons ici à deux
cas :

1. Le premier cas est celui d’environnements qui s’améliorent ou se déte-
riorent constamment. Pensons par exemple à un rejet de polluant constant.
Si on suppose que la suite (m(k))k est croissante et que limk→∞ m(k) =
m > 1, on s’attend intuitivement à ce que le nombre de descendants
d’un individu initial explose exponentiellement, comme pour le proces-
sus de Bienaymé-Galton-Watson sur-critique. Si on suppose que la suite
(m(k))k est décroissante et que limk→∞ m(k) = m < 1, on peut s’attendre
à avoir un comportement comme pour le processus de Bienaymé-Galton-
Watson sous-critique.

2. Le second cas est celui d’environnements périodiques : on suppose que
la loi de reproduction varie périodiquement, c.-à-d. qu’il existe un entier
T Ê 2 tel que pour tout k = 0,1, . . ., la loi de reproduction à la génération
k est la même qu’à la génération k+T . On a envie d’introduire le nombre

mT ≡ m(0)m(1) · · ·m(T −1).

On peut vérifier que
E[XnT ] = mn

TE[X0].

Donc, si mT < 1, la taille moyenne de la population tend vers 0 tan-
dis qu’elle explose si mT > 1. Dans le cas mT = 1 elle ne varie pas en
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moyenne. Pour étudier un tel processus, on voit donc qu’on se ramène
au cas d’un processus de Bienaymé-Galton-Watson (X̃n ≡ XnT ;n Ê 0)
dont le nombre moyen de descendants est mT .
Observons que le taux de croissance de la population moyenne à chaque
génération est (m(0) . . .m(T −1))1/T , c.-à-d. la moyenne géométrique de
(m(k);k = 0, . . . ,T − 1). Or, puisque la moyenne géométrique est infé-
rieure ou égale à la moyenne arithmétique 4, le taux de croissance moyen
est inférieur ou égal à la moyenne des taux de croissance.

2.3.2 Environnement variant de façon aléatoire

Certaines causes de fluctuations de l’environnement sont mieux décrites par
des variables aléatoires, ne serait-ce que le temps qu’il va faire.
Imaginons qu’une génération corresponde à une année et qu’il y a des années
favorables (F ) et défavorables (U ) qui alternent de façon indépendantes les
unes des autres avec probabilité pF et pU , respectivement. On a donc modélisé
la succession des environnements au cours des générations par une suite de
variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de Bernoulli
(Et ; t Ê 0) telles queP(Et = F ) = pF etP(Et =U ) = pU pour tout t .
C’est une situation plus complexe que les situations vues précédemment dont
elles sont en fait un cas particulier. À chaque génération, le nombre moyen de
descendants va être une variable aléatoire qui va valoir soit mF avec probabi-
lité pF soit mU avec probabilité pU . Donc, à chaque génération t , on aura en
moyenne

µ≡E[m(t )] = pF mF +pU mU

qui ne dépend pas de t .
Il y a quatre scénarios possibles quand on prend deux années consécutives :

F F, FU , U F, UU .

Les nombres moyens de descendants dans chaque scénario sont

mF mF , mF mU , mU mF , mU mU .

Donc, le nombre moyen de descendants d’un parent donné à la seconde géné-
ration est la moyenne de ces quatre scénarios :

E[m(1)m(2)] =E[m(1)]E[m(2)] =µ2

car m(1) et m(2) sont des variables aléatoires supposées indépendantes. Plus
généralement on trouve

E[m(0)m(1) · · ·m(t −1)] =E[m(0)]E[m(1)] · · ·E[m(t −1)] =µt .

4. c.-à-d. (m(0) . . .m(T −1))1/T É 1
T

∑T−1
k=0 m(k)
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Cette formule nous conduit à croire que la valeur de µ va déterminer la façon
dont la population va évoluer, à la manière dont m le fait pour un processus de
Bienaymé-Galton-Watson. Cette intuition s’avère fausse : c’est E[lnm(t )] qui
va être le bon paramètre et il est en général différent de lnµ.
Voyons quelle en est la raison. Si on se donne une réalisation de la suite des en-
vironnements aléatoires m(0),m(1), . . . ,m(t−1), c.-à-d. que m(0),m(1), . . . ,m(t−
1) ont des valeurs connues données par un tirage particulier de nos environne-
ments, par analogie avec le cas d’un environnement périodique on s’attend à
ce que la taille moyenne de la population à la génération t soit

m(0)×m(1)×·· ·×m(t −1)E[X0]

et que donc le taux moyen de croissance de la population en une génération
soit la moyenne géométrique

(m(0)×m(1)×·· ·×m(t −1))1/t = e
1
t (lnm(0)+lnm(1)+···+lnm(t−1)).

Comme m(0), m(1), etc, sont des variables aléatoires indépendantes, il en est
de même pour lnm(0), lnm(1), etc ; d’après la loi (forte) des grands nombres

1

t
(lnm(0)+ lnm(1)+·· ·+ lnm(t −1))

t→∞−−−→E[lnm(k)] avec probabilité un.

Donc on peut définir le taux moyen de croissance de la population comme la
limite

lim
t→∞(m(0)×m(1)×·· ·×m(t −1))1/t = eE[lnm(k)].

On peut démontrer le critère d’extinction suivant :

+ THÉORÈME 2.7.
Pour le processus de Bienaymé-Galton-Watson en environnement aléatoire dé-

crit ci-dessus, on a extinction avec probabilité un si et seulement si

E[lnm(k)] É 0.

+ REMARQUE 2.8. On dit qu’un processus de Bienaymé-Galton-Watson en envi-
ronnement aléatoire est sur-critique si E[lnm(k)] > 0, critique si E[lnm(k)] = 0
et sous-critique siE[lnm(k)] < 0.

Nous avons dit plus haut que lnE[m(k)] 6=E[lnm(k)]. Cela suit de l’inégalité
de Jensen :

E[m(k)] =E[e lnm(k)] Ê eE[lnm(k)].
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Il doit donc exister des cas sous-critiques en environnement aléatoire tels que
µ=E[m(k)] > 1. Donnons un exemple avec pF = pU = 1

2 , mF = 3 et mU = 1
4 . On

a

E[m(k)] = 1

2
×3+ 1

2
× 1

4
= 1.625 > 1.

alors que

E[lnm(k)] = 1

2
× ln3+ 1

2
× ln

1

4
= 1

2
ln

3

4
< 0.

Faisons un développement de Taylor à l’ordre deux de E[lnm(k)] autour de

µ=E[m(k)] en écrivant que lnm(k) = lnµ+ ln
(
1+ m(k)−µ

µ

)
:

E[lnm(k)] ≈ lnµ− 1

2

(
Var(m(k))

µ2

)
.

Ce calcul nous montre qu’en environnement aléatoire à la fois la moyenne et
la variance du nombre moyen de descendants m(k) interviennent sur le taux
moyen de croissance de la population et que la variance a un impact négatif ce
taux.

Terminons en mentionnant une extension naturelle de ce qui précède : consi-
dérer les environnements comme indépendants est sans doute trop restrictif.
Un première amélioration consiste à supposer que l’environnement qu’il y a à
la génération t dépend de l’environnement qu’il y a eu à la génération t −1 : on
parle d’environnements markoviens.

2.4 Notes

Il y a des livres entièrement consacrés aux processus de ramification (“bran-
ching processes” en anglais). Citons d’abord [HJV07, KA02]. D’un point de vue
mathématique, les classiques sont [AN04, Har02].

2.5 Suppléments

2.5.1 Démonstration du Théorème 2.5

1. On démontre d’abord qu’il existe une variable aléatoire positive Y telle que
X t /mt → Y presque sûrement.
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Soit t Ê 0 et posons Yt ≡ X t /mt . On a

E
[(

Yt+1 −Yt
)2]= m−2(t+1)E

[ ∞∑
k=0
1{X t=k}

(
k∑

i=1
ξt+1

i −km

)2]

= m−2(t+1)
∞∑

k=0
P(X t = k)σ2k =σ2m−2(t+1)E[X t ] =σ2m−(t+2).

On utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit que

E
[|Yt+1 −Yt |

]É (
E

[|Yt+1 −Yt |2
]) 1

2 =σm−(t+2)/2.

Donc

E
[ ∞∑

t=0
|Yt+1 −Yt |

]
Éσ

∞∑
t=0

m−(t+2)/2 <+∞.

La conclusion est que, presque sûrement, la variable aléatoire
∑∞

t=0 |Yt+1 −Yt |
est finie, ce qui implique la convergence de Yk = Y0 +∑k−1

t=0 (Yt+1 −Yt ) vers Y =
Y0 +∑∞

t=0(Yt+1 −Yt ).
En outre,E[Y ] ÉE[Y0]+∑∞

t=0E[|Yt+1 −Yt |] <+∞.
2. Pour montrer queP(Y = 0) =P(E ), on va d’abord montrer que la transformée
de Laplace de Y , c.-à-d. L(α) =E[

e−αY
]
, α ∈R+, satisfait l’équation

(2.12) L(α) =ϕ
(
L
( α

m

))
, αÊ 0.

En effet, pour tout αÊ 0, on peut appliquer le théorème de convergence domi-
née pour déduire queE

[
e−αYt

]
converge versE

[
e−αY

]
. Or, en utilisant (2.7), on

a

E
[
e−αYt+1

]=E[
e−αm−(t+1) X t

]=Ψt+1

(
e−αm−(t+1)

)
=ϕ

(
Ψt

(
e−(α/m)m−t

))
=ϕ

(
E

[
e−(α/m)m−t X t

])
=ϕ

(
E

[
e−(α/m)Yt

])
.

On prend la limite t → ∞ dans le premier et le dernier terme de cette suite
d’égalités en utilisant la continuité de ϕ, ce qui donne (2.12).
Puisque e−αY converge presque sûrement vers 1{Y =0} quand α→+∞, on ap-
plique le théorème de convergence dominée pour obtenir limα→+∞ L(α) =P(Y =
0). Donc, en vertu de (2.12), P(Y = 0) est solution de l’équation ϕ(s) = s, s ∈
[0,1]. On sait qu’elle a deux solutions, 1 et P(E ) ∈]0,1[. Il faut donc exclure que
P(Y = 0) puisse valoir 1. Pour ce faire, calculonsE[Y ]. Par construction même,
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E[Yt ] = 1 pour tout t ; on s’attend donc à ce queE[Y ] = 1, ce qui est bien le cas
en passant à la limite t →+∞ dans l’inégalité

|E[Y ]−E[Yt ]| ÉE(|Y −Yt |
)= ∞∑

`=t
E

(|Y`+1 −Y`|
)Éσ ∞∑

`=t
m−(`+2)/2.

3. Pourωdans l’ensemble d’extinction E , la population a une taille nulle à partir
du rang T0(ω), ce qui entraîne a fortiori que limt→+∞ Yt (ω) = Y (ω) = 0. Donc

{Y = 0} = E ∪ {E c ∩ {Y = 0}}.

Or, comme on vient de montrer que P(Y = 0) =P(E ), on déduit que P(E c ,Y =
0) = 0. Ainsi, pour presque tout ω ∈ E c , Y (ω) > 0 et X t (ω) est équivalent à
mt Y (ω). On conclut qu’il y a soit extinction, soit que la population explose en
mt . Le théorème est démontré.



Chapitre 3

Naissances & morts aléatoires
en temps continu

LE but de ce chapitre est d’étudier les modèles les plus simples dans lesquels
on suppose que les individus n’ont aucune influence les uns sur les autres

et que les taux de naissance et de mort sont les mêmes pour tous les individus
et sont fixés une fois pour toutes.
Nous allons considérer le temps t comme continu et faire une modélisation
probabiliste de la variation du nombre d’individus pendant un intervalle de
temps infinitésimal. Par rapport aux modèles à temps discret où les change-
ments d’état peuvent seulement se produire à un rythme régulier, les modèles
à temps continu ajoutent une « couche» d’aléa supplémentaire car les change-
ments se produisent à des temps aléatoires (distribués selon une loi exponen-
tielle).

3.1 Naissances seules

Le processus que nous allons étudier décrit une population d’individus suppo-
sés immortels et qui se reproduisent à un taux identique pour tous et indépen-
dant du temps. On suppose aussi que les individus n’ont aucune influence les
uns sur les autres. En l’absence de mort, il est clair que l’effectif de la popula-
tion ne peut qu’augmenter ou rester constant. Malgré sa simplicité excessive,
un tel modèle rend compte, au moins pour des temps brefs, de la croissance
d’une population d’organismes unicellulaires se reproduisant par division. Ce
modèle permet des calculs explicites dont nous tirerons des observations gé-
nérales.

Modèle. Supposons que, durant n’importe intervalle de temps ∆t , la probabi-
lité qu’un individu se reproduise est ν∆t+o(∆t ), où ν> 0 est un nombre donné.

31
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La probabilité qu’il n’y ait aucune naissance est 1−ν∆t +o(∆t ) et celle qu’il y
ait plus d’une naissance est o(∆t ).

Noton N (t ) le nombre d’individus au temps t et supposons qu’il vaille N0.
Le nombre de naissances dans la population dans l’intervalle ]t , t+∆t ] suit une
loi binomiale de paramètres N0 et ν∆t 1. Donc, pour k = 0,1, . . . , N0 on a

P
(
k naissances dans ]t , t +∆t ]

∣∣N (t ) = N0
)= (

N0

k

)
(ν∆t )k (1−ν∆t )N0−k .

Pour k = 0 on trouve (1−ν∆t )N0 = 1−νN0∆t+o(∆t ) ; pour k = 1, νN0∆t+o(∆t ) ;
et pour tout k Ê 2, o(∆t ).

On note pN (t ) la probabilité que N (t ) = N . La probabilité que la population
soit de taille N au temps t +∆t est

pN (t +∆t ) = pN−1(t )ν(N −1)∆t +pN (t )(1−νN∆t )+o(∆t ).

En effet : soit la population était de taille N − 1, avec probabilité pN−1(t ) au
temps t , et un individu est né durant l’intervalle de temps∆t ; soit la population
était de taille N au temps t et aucune naissance n’a eu lieu durant l’intervalle
de temps ∆t . On obtient donc

pN (t +∆t )−pN (t )

∆t
=−νN pN (t )+ν(N −1)pN−1(t )+ o(∆t )

∆t
·

Faisons tendre ∆t vers 0 pour obtenir

(3.1) ṗN (t ) =−νN pN (t )+ν(N −1)pN−1(t ).

Notre but est de déterminer pN (t ) en fonction de N , ν, t et l’effectif initial de la
population.

+ THÉORÈME 3.1. Si N0 individus sont présents au temps t = 0 (N (0) = N0), alors
la probabilité pN (t ) qu’il y en ait N Ê N0 au temps t > 0 est égale à

pN (t ) =
(

N −1

N0 −1

)
e−νN0t (1−e−νt )N−N0 .

La démonstration de ce théorème se trouve dans la sous-section 3.5.1.

+ REMARQUE 3.2. On a trouvé une loi binomiale négative de paramètre p = e−νN0t

qui donne le nombre de tirages de Bernoulli avant l’obtention d’un “succès”. On
l’appelle aussi la loi de Pascal.

1. il faudrait ajouter o(∆t ) mais ce terme ne va pas contribuer
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Observons que dans la formule pour pN (t ), ν et t ne peuvent pas être sé-
parés : seul leur produit apparaît : étant donné N0, la loi de probabilité de N
dépend seulement du produit νt . Donc, un fort taux de natalité pendant un
temps court revient au même qu’un faible taux de natalité pendant un temps
plus long, pourvu que νt ait la même valeur dans les deux cas.
Population moyenne au temps t . On va montrer que

E[N (t )] = N0eνt , t Ê 0.

En effet

E[N (t )] =
+∞∑
j=1

j p j (t ) =
+∞∑

j=N0

j p j (t )

= e−νN0t
+∞∑
k=0

(N0 +k)

(
N0 +k −1

k

)(
1−e−νt )k

= N0e−νN0t
+∞∑
k=0

(
N0 +k

k

)(
1−e−νt )k

= N0e−νN0t (e−νt )−(N0+1)

= N0eνt .

Nous constatons que la taille moyenne de la population est la solution d’une
équation différentielle très simple :

(3.2)

{
dx
dt = νx

x(0) = N0.

Ce modèle déterministe est souvent appelé le modèle malthusien en référence
à Malthus (cf. notes). La méthode de séparation des variables permet de ré-
soudre cette équation très facilement : on réécrit l’équation sous la forme

dt = 1

ν

dx

x

qu’on intègre :

t + c = 1

ν

w dx

x
= 1

ν
ln x,

où c est la constante d’intégration qu’on détermine en utilisant la condition
initiale que x(0) = N0. On obtient c = ln N0 et donc x(t ) = N0eνt .
La figure suivante montre trois réalisations du modèle aléatoire et la solution
du modèle déterministe.
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FIGURE 3.1: Trois réalisations du processus avec N0 = 10 et ν = 1/3. La courbe
noire est la solution dértermiste, c.-à-d. ici l’évolution de la moyenne du pro-
cessus.

Variance de la population au temps t . Notre but est de montrer que

Var(N (t )) = N0eνt (eνt −1), t Ê 0.

Calculons en premier lieu le second moment :

E[N 2(t )] =
+∞∑
j=1

j 2p j (t )

= e−νN0t
+∞∑
k=0

(N0 +k)2

(
N0 +k −1

k

)
(1−e−νt )k

= N 2
0 e−νN0t

+∞∑
k=0

(
N0 +k

k

)
(1−e−νt )k +N0e−νN0t

+∞∑
k=0

k

(
N0 +k

k

)
(1−e−νt )k

= N 2
0 eνt + (N0 +1)N0e−νN0t (1−e−νt )

+∞∑
k=0

(
N0 +k +1

k

)
(1−e−νt )k

= N 2
0 eνt + (N0 +1)N0(eνt −1)eνt .

Donc la variance de N (t ) est

Var(N (t )) =E[N 2(t )]− (
E[N (t )]

)2

= N0eνt (eνt −1).

D’une part, la variance augmente avec t , comme on pouvait s’y attendre. Au-
trement dit, plus le temps passe, moins les prédictions sont précises. D’autre
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part, il est naturel de comparer l’écart-type, donnant la taille typique des fluc-
tuations, à la moyenne en calculant le rapport

p
Var(N (t ))

E[N (t )]
= 1p

N0

√
1−e−νt .

Deux observations s’imposent :
� Pour des temps t très petits, ce rapport est proche de 0 ;
� Pour un temps t fixé, ce rapport est proche de 0 quand N0 À 1.

Autrement dit, pour des temps très petits ou pour une très grande population,
le modèle déterministe (3.2) et le modèle stochastique sont très proches. C’est
un fait général.
Un enseignement de ce qui précède est que le modèle déterministe est ma-
thématiquement trivial alors que le modèle stochastique ne l’est pas. Mais le
modèle stochastique décrit une réalité plus riche que le modèle déterministe.

3.2 Morts seules

On suppose maintenant qu’il n’y a aucune naissance et que pour chaque indi-
vidu la probabilité de mourir durant un intervalle de temps ∆t est µ∆t +o(∆t ),
où µ est un nombre positif donné. En raisonnant comme précédemment, on
obtient la probabilité que la population ait pour taille N à l’instant t obéit à
l’équation

(3.3) ṗN (t ) =µ(N +1)pN+1(t )−NµpN (t )+o(∆t ).

En suivant le même cheminement que pour le processus avec seulement des
naissances, on trouve

(3.4) pN (t ) =
(

N0

N

)
e−µN0t (eµt −1)N0−N .

- EXERCICE 3.2.1. Retrouver pN (t ) en raisonnant comme suit : la probabilité qu’il
y ait un survivant au temps t est e−µt et celle qu’il soit mort avant t est 1− e−µt .
Interpréter alors le destin des N0 individus présents au temps t = 0 comme des
tirages de Bernoulli.

L’espérance et la variance associées à cette loi de probabilité sont

E[N (t )] = N0e−µt

Var(N (t )) = N0e−µt (1−e−µt ).
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Comme précédemment, on constate queE[N (t )] est la solution d’une équation
différentielle élémentaire, à savoir{

dx
dt =−µx

x(0) = N0.

On trouve que le rapport entre l’écart-type et la moyenne vaut
p

Var(N (t ))

E[N (t )]
= 1p

N0

√
eµt −1.

Calculons l’espérance du temps d’extinction de la population. Soit TN0 la va-
riable aléatoire qui donne l’instant auquel la première mort a lieu dans une
population initiale de taille N0 :

TN0 ≡ inf{s > 0 : N (s) = N0 −1}.

D’après (3.4) il est évident que

P(TN0 É t ) = 1−pN0 (t ) = 1−e−µN0t , t Ê 0.

L’espérance de TN0 est donc

E[TN0 ] =
+∞w

0

µN0te−µN0t dt = 1

µN0
·

Lorsque la première mort a lieu, l’effectif de la population passe à N0 − 1 et
l’espérance du temps de la mort suivante est E[TN0−1] = 1/µ(N0 − 1). On en
déduit que le temps moyen d’extinction totale est

N0∑
j=1
E[T j ] = 1

µ

N0∑
j=1

1

j
·

3.3 Processus avec des naissances et des morts

Nous combinons maintenant les deux modèles précédents : durant un inter-
valle de temps ∆t , la probabilité d’une naissance est ν∆t +o(∆t ) et celle d’une
mort µ∆t +o(∆t ). La probabilité que plus d’un événement (naissance ou mort)
ait lieu pendant∆t est supposée négligeable. Donc, si la population est de taille
N à l’instant t +∆t , sa taille au temps t doit être N −1, N ou N +1 et on a

pN (t +∆t ) =
pN−1(t )ν(N −1)∆t +pN (t )[1−Nν∆t −Nµ∆t ]+pN+1(t )µ(N +1)∆t +o(∆t ).
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Donc

(3.5) ṗN (t ) =−N (ν+µ)pN (t )+ν(N −1)pN−1(t )+µ(N +1)pN+1(t ).

À partir de cette famille d’équations différentielles, nous allons déterminer l’es-
pérance et la variance de la population N (t ) directement (c.-à-d. sans détermi-
ner au préalable pN (t )).

+ PROPOSITION 3.1. Pour une population initiale N0, la taille moyenne de la po-
pulation au temps t vaut

E[N (t )] = N0e(ν−µ)t .

C’est la solution de l’équation différentielle{
dx
dt = r x

x(0) = N0

où r ≡ ν−µ.

Selon le signe de r , la population tend vers 0 ou vers +∞ en moyenne. Si
r = 0, la population moyenne reste constante.
Démonstration. Dérivons par rapport au temps l’équationE[N (t )] =∑+∞

j=1 j p j (t )
pour obtenir

dE[N (t )]

dt
=

+∞∑
j=1

j ṗ j (t ),

ce qui donne, en utilisant (3.5),

dE[N (t )]

dt
=

+∞∑
j=1

[− (ν+µ) j 2p j (t )+ν j ( j −1)p j−1(t )+µ j ( j +1)p j+1(t )
]

= ν
+∞∑
j=1

(− j 2p j (t )+ j 2p j−1(t )− j p j−1(t )
)

−µ
+∞∑
j=1

(
j 2p j (t )− j 2p j+1(t )− j p j+1(t )

)
= ν

+∞∑
k=0

pk (t )
[−k2 + (k +1)2 − (k +1)

]
−µ

+∞∑
k=1

pk (t )
[
k2 − (k −1)2 − (k −1)

]
= ν

+∞∑
k=0

kpk (t )−µ
+∞∑
k=1

kpk (t ) = (ν−µ)E[N (t )].
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L’équation différentielle que nous venons d’obtenir est facile à résoudre puis-
qu’elle se réécrit

dE[N (t )]

E[N (t )]
= (ν−µ)dt ,

d’où E[N (t )] = Const. e(ν−µ)t . Comme au temps t = 0 la population était de taille
N0 (c.-à-d. que E[N (0)] = N0), on obtient les conclusions de la proposition.
C.Q.F.D.

La figure suivante montre trois réalisations du processus et l’évolution de la
moyenne. L’une d’elles atteint 0 c.-à-d. que la population s’éteint. L’évolution
moyenne ne décrit donc pas correctement le processus. La raison sous-jacente
est la stochasticité combinée au fait qu’on part d’une très petite population
(N0 = 2 !) : il y a une probabilité non nulle pour que les deux premiers évé-
nements soient une mort. On parle de «stochasticité démographique». Nous
allons voir qu’on peut, dans ce modèle simple, calculer la probabilité d’extinc-
tion et constater que cette probabilité tend vers 0 quand N0 tend vers ∞.

FIGURE 3.2: Trois réalisations du processus avec ν = 1/3, µ = 1/5, N0 = 2. La
courbe en noir est la solution du modèle déterministe, c.-à-d. l’évolution de la
moyenne :E[N (t )] = 2e2t/15.

Probabilité d’extinction On peut démontrer ( 2) que la probabilité que la po-
pulation ait une taille nulle au temps t , sachant qu’initialement elle était égale
à l’unité, est

(3.6) P(N (t ) = 0|N0 = 1) = µe(ν−µ)t −µ
νe(ν−µ)t −µ ·

2. cf. Sous-section 3.5.2
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Si une population initialement de taille N0 s’éteint, cela signifie que chacun des
N0 descendances s’est éteinte et la probabilité de cet événement est, pour tout
N0,

(3.7) P(N (t ) = 0) = [
P(N (t ) = 0|N0 = 1)

]N0 =
(
µe(ν−µ)t −µ
νe(ν−µ)t −µ

)N0

·

Pour trouver la probabilité d’extinction, nous devons faire tendre t vers l’infini.
Il est évident que si ν < µ, les termes exponentiels disparaissent lorsque

t →+∞, et donc limt→+∞P(N (t ) = 0) = 1. C’est ce à quoi on pouvait s’attendre.
Si ν>µ, alors

P(N (t ) = 0) ∼
(
µe(ν−µ)t

νe(ν−µ)t

)N0

=
(µ
ν

)N0
, t →+∞·

Puisque la probabilité d’extinction est non nulle, l’existence pour tous temps
de la population n’est pas assurée. Cependant, comme on pouvait s’y attendre,
cette probabilité devient d’autant plus petite quand le rapport entre le taux de
natalité et le taux de mortalité augmente, tandis qu’elle diminue (exponentiel-
lement) avec la taille de la population initiale.

Il nous reste à considérer le cas µ= ν. Afin d’obtenir la limite deP(N (t ) = 0)
quand t tend vers l’infini, nous allons développer les exponentielles en série
dans (3.7) et poser r = ν−µ :

P(N (t ) = 0) =
[

µ(r t + r 2t 2/2!+·· · )
ν(1+ r t + r 2t 2/2!+·· · )−µ

]N0

·

Quand r tend vers 0, il vient

P(N (t ) = 0) ∼
[

µr t

r +νr t

]N0

∼
[

νt

1+νt

]N0

·

Puisque

lim
t→+∞

(
νt

1+νt

)N0

= 1,

l’extinction est certaine même si le taux de natalité est égal au taux de mortalité.
Alors que la taille moyenne de la population est constante, les fluctuations sto-
chastiques autour de cette taille moyenne conduisent inéluctablement à l’ex-
tinction si un temps suffisamment long s’écoule. En conclusion, dans ce mo-
dèle, c’est seulement dans le cas ν>µ, c.-à-d. , seulement si la population a un
taux de croissance positif, qu’il y a une probabilité que la population persiste
indéfiniment.
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Variance de la population au temps t

+ PROPOSITION 3.2. Pour une population initiale N0, la variance de la taille de la
population au temps t est égale à

Var(N (t )) = N0(r +2µ)

r
er t (er t −1

)
.

où r ≡ ν−µ.

Notons en particulier que si ν=µ, c.-à-d. r = 0, alorsE[N (t )] = N0 pour tout
t . Par contre, la variance est une fonction linéaire de t . En effet, la variance au
temps t est donnée en faisant tendre r vers 0 en utilisant la règle de l’Hôpital :

Var(N (t )) = lim
r→0

N0[(r +2µ)(2te2r t − ter t )+e2r t −er t ]

1
= 2N0µt .

Démonstration. Commençons par le calcul du second moment E[N 2(t )]. On
a l’équation

dE[N 2(t )]

dt
=

+∞∑
j=1

j 2ṗ j (t ),

c.-à-d. , en utilisant (3.5),

dE[N 2(t )]

dt
= ν

+∞∑
j=1

(− j 3p j (t )+ j 3p j−1(t )− j 2p j−1(t )
)

−µ
+∞∑
j=1

(
j 3p j (t )− j 3p j+1(t )− j 2p j+1(t )

)
= ν

+∞∑
k=0

pk (t )(2k2 +k)−µ
+∞∑
k=1

pk (t )(2k2 −k)

= 2(ν−µ)
+∞∑
k=1

k2pk (t )+ (ν+µ)
+∞∑
k=1

kpk (t )

= 2(ν−µ)E[N 2(t )]+ (ν+µ)E[N (t )].

En remplaçant E[N (t )] par sa valeur obtenue ci-dessus, nous avons donc ob-
tenu l’équation différentielle suivante pourE[N 2(t )] :

dE[N 2(t )]

dt
+2(µ−ν)E[N 2(t )] = (ν+µ)N0e(ν−µ)t ,

ce qui donne

e2(µ−ν)tE[N 2(t )] = N0(ν+µ)
w

e(ν−µ)t e2(µ−ν)t dt

=−N0(ν+µ)

ν−µ e(µ−ν)t + c1,
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où c1 est une constante d’intégration. Nous sommes intéressés par la variance
Var(N (t )) et pas par le second moment. Observons que nous avons l’équation

e2(µ−ν)t Var(N (t )) =−N0(ν+µ)

ν−µ e(µ−ν)t + c2,

où c2 est une autre constante d’intégration. Pour l’évaluer, on utilise le fait que
Var(N (0)) = 0 et donc c2 = N0(ν+µ)/(ν−µ). En conclusion,

Var(N (t )) = N0(ν+µ)

ν−µ e(ν−µ)t (e(ν−µ)t −1
)
,

ce qui achève la démonstration. C.Q.F.D.

3.4 Temps d’attente entre les changements d’état

Considérons le processus de naissance et mort de la section précédente. À l’ins-
tant t = 0, il y a N0 individus. Le prochain événement est soit une naissance
(avec probabilité ν

ν+µ ) soit une mort (avec probabilité µ
ν+µ ). La date à laquelle a

lieu cet événement est une variable aléatoire. Et ainsi de suite. On a donc une
suite de temps aléatoires W1,W2, . . . auxquels le processus change d’état. On
définit la suite des temps de séjours en posant

Ti ≡Wi+1 −Wi (W0 ≡ 0).

T0 est le temps qui s’écoule avant le premier événement, T1 celui qui s’écoule
entre le premier et le second événement, et ainsi de suite.

FIGURE 3.3

On peut démontrer que les variables aléatoires Ti sont indépendantes et ont
la même loi qui est une loi exponentielle de paramètre ν+µ. Cela signifie que
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P(Ti É t ) = 1−e−(ν+µ)t , t Ê 0. En particulier, le temps moyen pour qu’il y ait un
changement d’état est 1

ν+µ (il augmente si ν+µ diminue, ce qui cohérent). On
a donc un moyen simple de simuler un processus de naissance et mort : il suffit
de savoir simuler une variable aléatoire exponentielle de paramètre ν+µ.

3.5 Démonstrations

3.5.1 Démonstration du Théorème 3.1

On procède par récurrence. Puisque N (0) = N0, on a pN0 (0) = 1 et pN (0) = 0
quand N 6= N0. On a donc d’après (3.1) l’équation

(3.8) ṗN0 (t ) =−νN0pN0 (t ),

d’où l’on tire immédiatement que

pN0 (t ) = e−νN0t .

Il s’agit de la probabilité que durant l’intervalle de temps [0, t ] aucune naissance
n’ait lieu.
Pour trouver pN0+1(t ) on écrit d’après (3.1) que

ṗN0+1(t )+ν(N0 +1)pN0+1(t ) = νN0pN0 (t ) = νN0e−νN0t .

Multiplions les deux membres de cette équation par eν(N0+1)t , ce qui donne :

eν(N0+1)t (
ṗN0+1(t )+ν(N0 +1)pN0+1(t )

)= νN0eνt .

On peut résoudre cette équation :

eν(N0+1)t pN0+1(t ) = N0eνt +Const.

La constante n’est autre que −N0 puisque pN0+1(0) = 0, donc

pN0+1(t ) = N0e−νN0t (1−e−νt ).

Nous pouvons maintenant substituer ce résultat dans (3.1) pour trouver une
équation pour pN0+2(t ) :

ṗN0+2(t )+ν(N0 +2)pN0+2(t ) = ν(N0 +1)N0e−νN0t (1−e−νt ).

En multipliant les deux membres de cette équation par eν(N0+2)t on trouve

eν(N0+2)t pN0+2(t ) = (N0 +1)N0

w
νe2νt (1−e−νt )t.

= (N0 +1)N0
(eνt −1)2

2
+Const.
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Puisque pN0+2(0) = 0, la constante vaut 0 et donc

pN0+2(t ) = (N0 +1)N0

2
e−νN0t (1−e−νt )2.

La forme de la solution générale émerge clairement, c’est :

(3.9) pN (t ) =
(

N −1

N0 −1

)
e−νN0t (1−e−νt )N−N0 ,

ce que nous démontrons par induction. En effet, supposons (3.9) vraie, cher-
chons pN+1(t ) en résolvant

ṗN+1(t )+ν(N +1)pN+1(t ) = νN

(
N −1

N0 −1

)
e−νN0t (1−e−νt )N−N0 ,

c.-à-d.

eν(N+1)t pN+1(t ) = N

(
N −1

N0 −1

)w
νeνt (eνt −1)N−N0 t.

= N

(
N −1

N0 −1

)
(eνt −1)N−N0+1

N −N0 +1
+Const.

La constante vaut 0 et, puisque pN+1(0) = 0, nous obtenons donc

pN+1(t ) = N

N −N0 +1

(
N −1

N0 −1

)
e−ν(N+1)t (eνt −1)N−N0+1

=
(

N

N0 −1

)
e−νN0t (1−e−νt )N−N0+1,

ce qui est la formule annoncée.

3.5.2 Démonstration de la formule (3.7)

Préliminaires La démonstration s’appuie sur le calcul de la fonction généra-
trice Φ(t , s) associée à {pN (t ); N = 0,1, . . .} :

(3.10) Φ(t , s) ≡
∞∑

N=0
pN (t )sN , s ∈ [0,1].

Observons que la probabilité d’extinction p0(t ) = P(N (t ) = 0) est donnée par
Φ(t ,0). L’idée est d’obtenir une équation pour Φ(t , s) en dérivant par rapport à
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t la formule (3.10) et en utilisant la famille d’équations différentielles (3.5) : on
a

∂Φ

∂t
=

∞∑
N=0

ṗN sN

ce qui donne une équation aux dérivées partielles :

(3.11)
∂Φ

∂t
+ (νs −µ)(1− s)

∂Φ

∂s

avecΦ(0, s) = sN0 puisqu’on démarre avec une population de taille N0 au temps
t = 0.
Détaillons comment on obtient cette équation : on a

∂Φ

∂t
= ν

∞∑
N=0

(N −1)pN−1 sN +µ
∞∑

N=0
(N +1)pN+1 sN − (ν+µ)

∞∑
N=0

N pN sN

donc

∂Φ

∂t
= νs2

∞∑
N=0

(N −1)pN−1 sN−2 +µ
∞∑

N=0
(N +1)pN+1 sN − (ν+µ)s

∞∑
N=0

N pN sN−1.

Démonstration de la formule (3.7) L’équation aux dérivées partielles (3.11)
se résout par la méthode classique des caractéristiques [Eva10]. On obtient la
solution suivante avec la condition initiale Φ(0, s) = sN0 :

Φ(t , s) =


(
µ(1−s)e(ν−µ)t−(µ−νs)
ν(1−s)e(ν−µ)t−(µ−νs)

)N0
si ν 6=µ(

νt+(1−νt )s
(1+νt )−νt s

)N0
si ν=µ.

On obtient bien la formule (3.11) quand s = 0. On retrouve aussi la bonne for-
mule quand ν=µ.
Résolvons maintenant (3.11) (avec la condition initialeΦ(0, s) = sN0 ). Commen-
çons par le cas ν 6=µ. On fait le changement de variables (t , s) 7→ (u, v) où on va
utiliser u comme variable indépendante et v pour paramétre la condition ini-
tiale. Pour chaque v fixé, Φ ne va dépendre que de u. On obtient l’équation

dΦ

du
= ∂Φ

∂t

dt

du
+ ∂Φ

∂s

ds

du
.

Le problème de départ est équivalent aux trois équations différentielles sui-
vantes :

dt

du
= 1,(3.12)

ds

du
= (νs −µ)(1− s),(3.13)

dΦ

du
= 0,(3.14)
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avec les conditions initiales

t (0, v) = 0(3.15)

s(0, v) = v(3.16)

Φ(0, v) = v N0 .(3.17)

Ces équations sont une représentation paramétrique de la condition initiale
Φ(0, s) = sN0 .
Les équations (3.12) et (3.13) sont faciles à résoudre : on obtient immédiate-
ment

t = u(3.18)

Φ= v N0 .(3.19)

L’équation (3.13) se résout par la méthode de séparation des variables : on écrit
que (

1

1− s
+ ν

νs −µ
)

ds = (ν−µ)du,

puis on intègre chaque membre et on prend l’exponentielle :∣∣∣νs −µ
1− s

∣∣∣= Const.e(ν−µ)u .

On utilise (3.16) pour déterminer la constante et on remplace u par t :∣∣∣νs −µ
1− s

∣∣∣= ∣∣∣νv −µ
1− v

∣∣∣ e(ν−µ)t .

On extrait v de cette équation :

v = µ(1− s)e(ν−µ)t − (µ−νs)

ν(1− s)e(ν−µ)t − (µ−νs)
,

puis on remplace v par cette expression dans l’équation (3.19) pour obtenir
Φ(t , s).
Dans le cas ν= µ, on procède de la même façon sauf que l’équation (3.13) doit
être remplacée par l’équation

ds

du
=−ν(s −1)2.

Nous laissons le lecteur finir les calculs.
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3.6 Notes

Les processus que nous avons décrits sont des exemples basiques de chaînes
de Markov à espace d’état discret et à temps continu, qu’on appelle aussi des
processus de saut. On pourra par exemple consulter [All03] qui les introduit en
relation avec des modèles biologiques.



Chapitre 4

Limiter la croissance

DANS les chapitres précédents, nous avons supposé (en particulier) que les
individus se reproduisent indépendamment de la taille de la population.

Pour le processus de Bienaymé-Galton-Watson nous avons pris une loi de re-
production qui ne dépend pas de la taille de la population au cours des généra-
tions. Il est clair que pour améliorer ce modèle on aimerait prendre en compte
le fait que le nombre moyen de descendants par individu décroît avec la den-
sité de la population, ce qui modélise la compétition pour des ressources finies.
De même, le processus de naissance et mort simple que nous avons étudié est
basé sur un taux de naissance et un taux de mort qui ne dépendent pas de la
densité de la population.
La prise en compte — indispensable — de la compétition entre individus pour
des ressources limitées a un «coût mathématique» : les modèles vont devenir
«non linéaires» (en un sens que nous expliquerons) donc beaucoup plus com-
pliqués.

4.1 Le processus de Bienaymé-Galton-Watson
«densité-dépendant»

L’exemple de la PCR Afin d’introduire les processus de Bienaymé-Galton-Watson
densité-dépendants, nous allons considérer un modèle particulier d’amplifica-
tion en chaîne par polymérase (PCR en abrégé 1). La PCR est une méthode de
biologie moléculaire d’amplification génique in vitro, qui permet de dupliquer
en grand nombre (avec un facteur de multiplication de l’ordre du milliard), une
séquence d’ADN ou d’ARN connue, à partir d’une très faible quantité (de l’ordre
de quelques picogrammes) d’acide nucléique. Cette méthode a de nombreuses

1. d’après le terme anglais Polymerase Chain Reaction

47
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applications. L’idée de base est de produire deux séquences d’ADN à partir de
chaque séquence d’origine. Dans ce processus la polymérase (enzyme) joue un
rôle clé. Très schématiquement, cela se passe comme sur la figure suivante :

FIGURE 4.1: Principe de l’amplification en chaîne par polymérase. Figure ex-
traite de [HJV07].

Ce processus n’est pas parfait : parfois il n’aboutit pas pour de multiples raisons
qu’on ne contrôle pas et qu’on modélise avec de l’aléa. On peut représenter le
temps par une variable discrète : entre deux pas de temps, il y a une tentative
de réplication de chaque molécule d’ADN.
Le modèle le plus simple qu’on puisse imaginer est celui où on utilise un pro-
cessus de Bienaymé-Galton-Watson avec une loi de reproduction qui permet
soit 1 soit 2 descendants : P(ξ = 2) = p et P(ξ = 1) = 1− p. En particulier m =
E[ξ] = 1+p. Le paramètre p s’appelle l’efficacité de la PCR.

- EXERCICE 4.1.1. CalculerP(X t+1 = j |X t = i ) où (X t ) est un processus de Bienaymé-
Galton-Watson de loi de reproduction qu’on vient de décrire.

Un meilleur modèle tient compte de l’équation de Michaelis-Menten qui
décrit correctement la cinétique de nombreuses réactions chimiques cataly-
sées par une enzyme. On est conduit au modèle où la «reproduction»(=duplication)
est donnée par une variable aléatoire ξ(x) de loi

P(ξ(x) = 2) = K

x +K
et P(ξ(x) = 1) = x

x +K
·

Si x est petit devant K , P(ξ(x) = 2) ≈ 1, si x est très grand devant K , P(ξ(x) =
2) ≈ 0.
Le nombre moyen de «descendants› d’une molécule dépend donc de x :

m(x) =E[ξ(x)] = 1×
(
1− K

x +K

)
+2× K

x +K
= 1+ K

x +K
> 1.

Nous avons donc un processus de Bienaymé-Galton-Watson densité-dépendant
qu’on a envie de qualifier de sur-critique puisque m(x) > 1 pour tout x.
On vérifie que

E[X t |X t−1 = x] = x + K x

x +K
= xm(x)·
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Quand x est petit, on a E[X t |X t−1 = x] ≈ 2x. Autrement dit, si on démarre avec
une molécule et qu’on ne considère qu’un petit nombre de générations, on re-
trouve une croissance moyenne exponentielle.
Quand x devient très grand, on a E[X t |X t−1 = x] ≈ x +K . Si on suppose que X t

tend vers l’∞ cela signifie que E[X t |X t−1] ≈ X t−1 +K . En itérant cette formule
on obtient la taille moyenne de la population à la génération t :

E[X t ] =E[X t−1]+E
[

K X t−1

K +X t−1

]
= . . .

=E[X0]+
t−1∑
τ=0
E

[
K Xτ

K +Xτ

]
∼E[X0]+K t quand t →∞.

Autrement dit, si la population explose, elle le fait linéairement. On peut aussi
montrer que

Var(X t ) ∼ K t quand t →∞.

Enfin, mentionnons qu’on peut démontrer que X t /t → K avec probabilité un.
Utiliser la formule de Michaelis-Menten est une approximation grossière et

d’essence macroscopique. D’autres modélisations ont été proposées. Ce qui est
remarquable est que, malgré sa simplicité, ce modèle rend compte qualitative-
ment de ce qu’on observe expérimentalement : à savoir (après quelques étapes
balbutiantes) une phase quasi-exponentielle du nombre de réplications suivie
d’une phase durant laquelle ce nombre devient linéaire en fonction du nombre
de générations.

Quelques généralités Un processus de Bienaymé-Galton-Watson densité-dé-
pendant est défini par

X t+1 =
X t∑

i=1
ξt+1

i (X t )

où la notation ξt+1
i (X t ) indique que la loi de reproduction dépend de la taille

de la population à la génération t . Dans la même veine, on note ξ(x) la variable
aléatoire qui décrit le nombre de descendants pour une population de taille
donnée x. On note {pk (x);k = 0,1, . . .} la loi correspondante :

pk (x) =P(ξ(x) = k), k = 0,1, . . . (x Ê 1).

La question de base est de savoir si la population «explose» ou bien s’éteint. On
a le résultat suivant :

+ THÉORÈME 4.1.
Supposons que pour tout x on ait p1(x) < 1 et p0(x) > 0. Alors

P(X t →∞ ou X t → 0) =P(X t →∞)+P(X t → 0) = 1.
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L’hypothèse du théorème est simple à comprendre : s’il existe x tel que p1(x) = 1
alors, une fois que la population atteint cette taille, chaque individu a exacte-
ment un descendant et la population devient donc de taille constante égale à
x.
L’autre question de base est la probabilité d’extinction qui n’est pas simple en
général sauf dans certains cas particuliers. Par exemple, si

m(x) =
∞∑

k=1
kpk (x) É 1 ∀x

la population est sous-critique ou critique et elle s’éteint. Si elle est sur-critique,
la probabilité d’extinction est inférieure à 1.
Voyons ce qui se passe dans le cas sous-critique ou critique. On a

E[X t ] =E[E[X t |X t−1]] =E[m(X t−1)X t−1] ÉE[X t−1].

Par le théorème précédent on sait que X t tend vers une limite X∞ qui est soit
0 soit ∞. Il y a un lemme général, appelé lemme de Fatou, qui implique que
E[X∞] É E[X0]. Cette inégalité impose que P(X∞ = ∞) = 0 car E[X0] est fini
(égal par ex. à 1 si X0 = 1). Donc l’extinction a lieu avec probabilité un,P(X∞ =
0) = 1.
On peut trouver un théorème général sur la probabilité d’extinction dans [HJV07,
p. 135].

Grande population et approximation déterministe Si on revient à l’exemple
de la PCR, le nombre moyen de descendants par individu m(x) est 1+ K

x+K . Le
paramètre K a la même dimension que x donc x/K est un densité de popula-
tion. La densité xK

t ≡ X t /K de la population évolue selon la récurrence

xK
t+1 =

1

K

K xK
t∑

i=1
ξt+1

i (xK
t ).

On peut ajouter et retrancher m(xK
t ) à chaque terme de la somme pour obtenir

xK
t+1 =

1

K

K xK
t∑

i=1
m(xK

t )+ 1

K

K xK
t∑

i=1

(
ξt+1

i (xK
t )−m(xK

t )
)

= xK
t m(xK

t )+ηK
t

avec

ηK
t ≡ 1

K

K xK
t∑

i=1

(
ξt+1

i (xK
t )−m(xK

t )
)
.
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On a donc décomposé l’évolution de xK
t en une partie déterministe, donnée

par la récurrence yt+1 = yt m(yt ), et un partie aléatoire, donnée par la variable
aléatoire ηK

t . L’idée est que ce terme doit être négligeable lorsque K devient très
grand, par une application de la loi des grands nombres.
Soit maintenant (xt ) la suite définie par la récurrence

xt+1 = f (xt ), x0 = X0/K

où f (x) = xm(x).
On s’attend à ce que, lorsque K est très grand, la suite déterministe (xt ) soit très
proche du processus (xK

t ). Cette phrase vague a le sens précis suivant :

+ THÉORÈME 4.2.
On suppose que ξ(x) a une variance σ2(x) bornée (c.-à-d. ∃C > 0 t.q. σ2(x) É

C ). Pour chaque t fixé, xK
t → xt quand K → ∞, la convergence ayant lieu en

probabilité.

L’idée de la démonstration est d’utiliser l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

E
[(
ηK

t

)2]=E[
E

[(
ηK

t

)2∣∣xK
t

]]= 1

K
E

[
σ2(xK

t )
]É C

K
→ 0 quand K →∞.

On peut raffiner ce résultat en démontrant (sous certaines hypothèses raison-
nables) que pour chaque t fixé, (xK

t − xt )/
p

K converge en loi, quand K →∞,
vers une loi normale de moyenne nulle et de variance D2

t définie par récur-

rence : D0 = 0, D2
t+1 = xtσ

2(xt )+ (
f ′(xt )D t

)2.
Terminons en mentionnant un exemple courant de fonction f (x) = xm(x)

qu’on appelle le modèle de Ricker :

m(x) = e− x
K .

Un autre modèle encore plus célèbre est le modèle logistique de May :

m(x) = r
(
1− x

K

)
·

Ce modèle présente l’inconvénient que m(x) < 0 si x > K auquel on peut remé-
dier en prenant

(
1− x

K

)
+ ≡ max

((
1− x

K

)
,0

)
.

Nous voyons donc émerger toute une classe de modèles déterministes à temps
discret qui apparaissent comme la limite déterministe de processus de Bienaymé-
Galton-Watson densité-dépendants.
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4.2 Le modèle logistique déterministe
à temps continu

Au chapitre 3, nous avons étudié un modèle élémentaire de naissance et mort
en temps continu. Nous avons en particulier montré que la taille moyenne de la
population x(t ) =E[N (t )] au temps t est N0e(ν−µ)t où r = ν−µ. Cette fonction
est la solution de l’équation différentielle élémentaire

ẋ = r x, x(0) = N0.

Lorsque le taux de naissance par individu ν est supérieur au taux de mort par
individu µ, c.-à-d. r > 0, on a une croissance moyenne de la population expo-
nentielle qui n’est tenable que pour des temps très petits. En effet, on est forcé
de prendre en compte la limitation des ressources et donc de faire dépendre le
taux de croissance de la population moyenne par individu, ẋ/x, de manière à
ce qu’il décroisse et tende vers 0 quand x approche une valeur critique carac-
térisant la «capacité de charge» du milieu.

Nous allons décrire le modèle déterministe le plus simple qui réalise ces
contraintes : le modèle logistique. Nous verrons plus tard comment le relier à
une version stochastique dont il est une approximation dans la limite où N0 →
∞.

Le modèle On va décrire une population par sa densité x(t ) en supposant que
le taux de naissance ν(x) est de la forme ν0−ν1x et que le taux de mort µ(x) est
de la formeµ0+µ1x. Autrement dit, le taux de naissance diminue avec la densité
de la population tandis que le taux de mort augmente. On a donc

ẋ = ν(x)x −µ(x)x = (ν0 −µ0)x − (ν1 −µ1)x2 = r x
(
1− x

K

)
avec

r = ν0 −µ0 et K = ν0 −µ0

ν1 +µ1
·

On a donc
ẋ

x
= r

(
1− x

K

)
·

Ce modèle est très simple et aisément criticable. Par exemple, si la densité de
population initiale x(0) > ν0/ν1, ν(x(0)) < 0, ce qui est absurde. Il faut consi-
dérer ν(x) et µ(x) comme des approximations affines de taux de naissance et
de mort plus compliqués (ν(x) = ν0−νx+ termes d’ordre supérieur, idem pour
µ(x)). Dans cette optique, le modèle logistique n’a de sens que si x n’est pas
trop grand, sinon on ne peut plus négliger les termes d’ordre supérieur.
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Il représente bien la croissance de micro-organismes unicellulaires (bactéries,
phytoplancton) vivant dans un liquide. On peut interpréter l’équation logis-
tique d’une autre manière en l’écrivant sous la forme

ẋ = r x − cx2, r,c > 0.

Le terme cx2 peut s’interprèter comme un taux de mortalité proportionnel au
nombre de rencontres par paires : on considère qu’une proportion des indivi-
dus de la population s’affrontent deux par deux pour obtenir de la nourriture
ou bien occuper un habitat et que l’un des deux meurt. On parle de compéti-
tion intraspécifique. On peut également interpréter ce terme comme du canni-
balisme. 2

Heuristique On constate que

ẋ > 0 si 0 < x < K et ẋ < 0 si x > K .

On s’attend donc à ce que toute densité de population initiale x0 ∈ ]0,K [ croisse
en tendant vers K et que toute population initiale plus grande que K décroisse
en tendant vers K . La constante K s’interprète donc comme la capacité limite
du milieu : tant qu’elle n’est pas atteinte, la population peut augmenter, mais
si la population excède cette capacité, elle est forcée de diminuer pour tendre
vers K .
Par ailleurs, si x ¿ K alors on a envie de remplacer l’équation logistique par

ẋ ≈ r x.

Avec x0 ¿ K la population croît donc exponentiellement pour des temps très
petits. La constante r s’interprète donc bien comme un taux de croissance in-
trinsèque au sens où elle décrit ce que serait la croissance de la population si
les ressources n’étaient pas limitées.
Pour étudier ce qui se passe autour de K , on introduit une nouvelle variable
y := x −K qui satisfait l’équation

ẏ =−r y
K + y

K
.

Si y ¿ 1, on a envie de la remplacer par

ẏ ≈−r y.

2. On a par ex. observé un comportement de cannibalisme chez certaines larves de cocci-
nelle Harmonia axyridis manquant de nourriture ou présentes en densité inhabituelle.
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Autrement dit, une «petite perturbation» autour de K est amortie exponentiel-
lement vite au cours du temps : si x(0) ≈ K , x(t ) tend très vite vers K .
Les valeurs 0 et K sont appelés des équilibres car en ces points la population
cesse de varier : ẋ = 0. L’équilibre 0 est qualifié de localement instable (ou ré-
pulsif), l’équilibre K de localement stable (attractif).

+ REMARQUES 4.3. Nous pouvons deviner comment analyser qualitativement tous
les systèmes de la forme ẋ = f (x) où f est une fonction régulière (au moins dé-
rivable). Si f (x) > 0 alors la solution x(t ) est croissante tandis qu’elles est dé-
croissante si f (x) < 0. S’il existe un point x̄ tel que f (x̄) = 0, c’est un équilibre.
Graphiquement on voit que si f ′(x̄) < 0 alors x̄ est localement stable. Si f ′(x̄) > 0,
il est localement instable. Nous invitons le lecteur à démontrer rigoureusement
ces faits.
Rassurons les lecteurs anxieux : si f est dérivable, l’équation ẋ = f (x) possède
une unique solution x(t ) étant donnée une valeur x0 au temps t = 0.

- EXERCICE 4.2.1. Étudier et interpréter le modèle

ẋ = r x
(
1− x

K

)(
x

K0
−1

)
où 0 < K0 < K . (Il a été proposé pour modéliser l’effet Allee en écologie).

Solutions exactes du modèle On peut résoudre l’équation logistique de ma-
nière explicite en utilisant la méthode de séparation des variables. On réécrit
l’équation sous la forme

dx

x(1−x/K )
= r dt .

Puis on intègre selon la variable t les deux membres en décomposant 1/(x(1−
x/K ) en éléments simples :

w
r dt =

w 1

x(1−x/K )
dx =

w (
1

x
+ 1

K −x

)
dx.

Donc

ln

∣∣∣∣ x(t )

K −x(t )

∣∣∣∣= r t + c, c.-à-d.

∣∣∣∣ x(t )

K −x(t )

∣∣∣∣= 1

e−c e−r t

où c est la constante d’intégration. On trouve aisément que

x(t ) = K

1+ (
K /x0 −1

)
e−r t

pour tout x0 ∈R∗
+\{K } .

On sait directement d’après l’équation que si x0 = 0 alors x(t ) ≡ 0, et que si
x0 = K alors x(t ) ≡ K (équilibres). Il est facile de vérifier que pour tout x0 > 0,

x(t )
t→+∞−−−−→ K , la capacité limite.
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FIGURE 4.2: Quelques solutions t 7→ x(t ) de l’équation ẋ = x
(
1− x

2

)
.

Digression : adimensionnement du modèle Si x représente un nombre d’in-
dividus ou une densité d’individu, alors K doit être également un nombre d’in-
dividus pour des raisons d’homogénéité. Quant à r , il est de la dimension de
l’inverse d’un temps. Il est naturel de changer d’unités : on choisit K comme
unité pour mesurer la taille de la population et r−1 comme unité de temps. Au-
trement dit, on peut changer de variables et poser

y := x/K et s := r t .

En particulier, s et y sont sans dimension. La nouvelle équation différentielle
s’écrit

dy

ds
= y(1− y)

et y(0) = x0/K . Nous constatons d’abord que r a été éliminé. Nous constatons
ensuite que la capacité limite K n’affecte que la donnée initiale. Il s’ensuit que si
nous considérons plusieurs équations logistiques avec des valeurs différentes
pour r et K mais telles que la fraction x0/K est la même, alors les solutions de
ces équations seront les mêmes.

L’exemple de l’équation logistique permet d’illustrer que la mise sous forme
adimensionnelle d’un modèle n’est pas unique. En effet, on pourrait tout aussi
légitimement faire le changement de variables

y := x/x0 et s := r t ,

ce qui donnerait l’équation

dy

ds
= y

(
1−

(x0

K

)
y
)

avec population initiale y(0) = 1. Dans cette version, la donnée initiale est in-
dépendante de la population initiale et des paramètres r et K mais la nouvelle
capacité limite est K /x0.
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4.3 Une version stochastique du modèle logisitique

Au lieu de raisonner sur les populations moyennes ou les densités de popula-
tions, on peut mettre en place un modèle aléatoire de naissance et mort du type
de celui étudié au chapitre 3 mais tenant compte de la compétition pour les
ressources. Pour simplifier, nous allons seulement considérer le taux de nais-
sance comme dépendant de la taille de la population et laisser le taux de mort
constant.

Modèle On note N (t ) la taille de la population au temps t . D’une part on sup-
pose que

ν(N (t )) = ν
(
1− N (t )

K

)
, K ∈N∗

c.-à-d.

P
(
N (t +∆t ) = N (t )+1

)= ν(
1− N (t )

K

)
N (t )∆t +o(∆t ).

D’autre part on suppose que µ(N (t )) =µ, c.-à-d.

P
(
N (t +∆t ) = N (t )−1

)=µN (t )∆t +o(∆t ).

On suppose que N (0) ∈ ]0,K [. La taille de la population ne peut pas excéder K
puisque pour N (t ) = K on a ν(N (t )) = 0. On peut démontrer que cela implique
qu’avec probabilité un la population finira tôt ou tard par s’éteindre.
Voici la démonstration. On a 0 É N (t ) É K . Introduisons deux événements :
pour 1 É k É K

Ak = {aucune naissance due à k individus dans l’intervalle [t , t +∆t ]}

et

Bk = {k individus meurent dans l’intervalle [t , t +∆t ]}.

À cause de l’indépendance entre les individus on a

P(Ak ) =P(A1)k et P(Bk ) =P(B1)k

Donc

P(N (t +∆t = 0|N (t ) = k) ÊP(Ak ∩Bk )

=P(A1)kP(B1)k

= (
(1−ν∆t +o(∆t ))(µ+o(∆t ))

)k .
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Si on pose ε(∆t ) = (1−ν∆t+o(∆t ))(µ+o(∆t )), on peut trouver∆t suffisamment
petit de telle sorte que 0 < ε(∆t ) < 1 et

P(N (t +∆t = 0|N (t ) = k) Ê ε(∆t )k Ê ε(∆t )K ≡ ε.

Soit
p` :=P(N (`∆t ) = 0).

Alors

p` ÊP(N (`∆t ) = 0|N ((`−1)∆t ) > 0)P(N ((`−1)∆t ) > 0)

+P(N (`∆t ) = 0|N ((`−1)∆t ) = 0)P(N ((`−1)∆t ) = 0)

= ε(1−p`−1)+p`−1

= ε+ (1−ε)p`−1.

Pour `Ê 1, introduisons la récurrence

p∗
` = ε+ (1−ε)p∗

`−1

avec p∗
0 := p0 = 0. Puisque

p`−p∗
` Ê (1−ε)(p`−1 −p∗

`−1)

on déduit que
p` Ê p∗

` .

Montrons maintenant que p∗
`

tend vers 1 quand ` tend vers l’infini. Pour cela,
observons que la fonction f (x) = ε+ (1− ε)x envoie l’intervalle [0,1] dans lui-
même ( f ([0,1]) ⊂ [0,1]) et f ′(x) < 1 ( f est une contraction). Puisque p∗

`
= f (p`−1),

la suite (p`) tend vers un point fixe de f dans [0,1]. Or x = 1 est l’unique point
fixe de f , donc p∗

`
→ 1 et puisque p∗

`
É p` É 1, on a également p`→ 1.

Limite de grande population Faire tendre K vers l’infini revient à rendre né-
gligeable l’effet non linéaire introduit par la capacité de charge K . Nous allons
voir que pour obtenir une équation différentielle dans cette limite, il faut non
seulement introduire la variable X K (t ) = N (t )/K mais aussi changer d’échelle
de temps. Commençons par écrire les équations satisfaites par X (t ) :

P

(
X K (t +∆t ) = X K (t )+ 1

K

)
= ν(

1−X K (t )
)

X K (t )K∆t +o(∆t )

P

(
X K (t +∆t ) = X K (t )− 1

K

)
=µX K (t )K∆t +o(∆t ).
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Posons maintenant t = τ/K . On peut démontrer que, quand K →∞, X K (τ) →
x(τ) pour chaque τ fixé où x(τ) satisfait l’équation

dx

dτ
=−µx +ν(1−x)x

qui est l’équation logistique avec r = ν−µ et K = ν−µ
ν . La convergence est en

probabilité. On peut trouver la démonstration dans [Kur80].

4.4 Le modèle logistique déterministe
à temps discret

L’objet de cette section est simplement de montrer que l’équation logistique à
temps discret a un comportement extrêmement compliqué alors que son cou-
sin en temps continu étudié plus haut a un comportement très simple.

4.4.1 Préliminaires

Nous devons définir quelques notions de base pour décrire le modèle logistique
qui est un exemple de système dynamique à temps discret de la forme

xn+1 = f (xn)

où f :R→R est une fonction régulière (au moins différentiable). On note f n

(plutôt que f ◦n) la fonction f composée n fois avec elle-même. Étant donné
x0 ∈R, la «trajectoire» de x0 est la suite

x0, x1 = f (x0), x2 = f 2(x0), . . . , xn = f n(x0), . . .

Il y a deux sortes de points particuliers : les points fixes et les points périodiques.
Un point x0 est un point fixe si f (x0) = x0. La trajectoire d’un tel point est la suite
constante x0, x0, x0, . . ..
Un point x0 est périodique de période n si f n(x0) = x0 pour un entier n > 0 3. La
trajectoire d’un tel point est de la forme

x0, x1, . . . , xn−1, x0, x1, . . . , xn−1, x0 . . . .

On parle de «n-cycle» ou de «cycle d’ordre n».

3. on sous-entend que n est la période minimale, c.-à-d. le plus petit entier n > 0 ayant la
propriété que f n(x0) = x0
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. EXEMPLE 4.4.1. La fonction f (x) = x3 a pour points fixes les points 0,±1. La
fonction g (x) = −x3 a 0 comme point fixe et x = ±1 comme points périodiques
de période 2. La fonction h(x) = (2−x)(3x +1)/2 a 0 comme point périodique de
période 3.

Il y a une manière très pratique de visualiser un système dynamique à temps
discret en dessinant le graphe de la fonction f et la diagonale y = x. On repré-
sente la trajectoire d’un point x0 comme suit : on part du point (x0, x0) situé sur
la diagonale et on trace une ligne horizontale jusqu’au graphe de f , qu’on at-
teint donc au point (x0, f (x0)) = (x0, x1). On trace ensuite une ligne horizontale
depuis ce point jusqu’à la diagonale, ce qui conduit au point (x1, x1). Et ainsi de
suite. La figure suivante montre deux exemples de systèmes dynamiques, l’un
conduisant x0 à un point fixe z0, l’autre à une trajectoire périodique de période
3.

FIGURE 4.3: Exemples d’itérations graphiques.

Comme pour les équilibres des équations différentielles, il y a différents
types de points fixes. Supposons que x0 soit un point fixe pour f . On dit que
x0 est un point fixe attractif pour f s’il existe un voisinage U de x0 dans R tel
que si y0 ∈ U , alors f n(y0) ∈ U pour tout n et, qu’en plus, f n(y0) → x0 quand
n → +∞. On définit de manière évidente un point fixe répulsif : on demande
que toute trajectoire (sauf celle de x0) quitte U . Les points fixes qui ne sont ni
attractifs ni répulsifs sont dit neutres ou indifférents.

Pour les équations différentielles de la forme ẋ = f (x), nous avons vu plus
haut que la stabilité locale d’un équilibre est déterminée par le signe f ′ en ce
point. Pour des systèmes à temps discret, cela donne :

+ PROPOSITION 4.1. Supposons que f ait un point fixe x0. Alors

1. x0 est attractif si
∣∣ f ′(x0)

∣∣< 1 ;

2. x0 est répulsif si
∣∣ f ′(x0)

∣∣> 1 ;
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3. la dérivée ne donne aucune information si f ′(x0) =±1.

- EXERCICE 4.4.1. Démontrer la proposition précédente.

- EXERCICE 4.4.2. Étudier les points fixes des fonctions f (x) = x+x3, g (x) = x−x3

et h(x) = x +x2.

Puisqu’un point périodique x0 de période n pour f est un point fixe pour
f n , une classification s’en suit immédiatement selon que

∣∣( f n
)′(x0)

∣∣ < 1 ou∣∣( f n
)′(x0)

∣∣> 1. (On peut vérifier que
(

f n
)′(x0) = (

f n
)′(x j ) pour tout autre point

x j de la trajectoire périodique, donc la définition fait sens.)

. EXEMPLE 4.4.2. La fonction f (x) = x2 − 1 a un 2-cycle donné par 0 et −1. On
vérifie que

(
f 2

)′(0) = 0 = (
f 2

)′(−1), donc ce cycle est attractif. La figure 4.4 montre
le graphe d’itérations de f avec le graphe de f 2 en plus. Les points 0 et −1 sont
des points fixes attractifs pour f 2.

FIGURE 4.4: Graphes de f (x) = x2 − 1 et f 2 montrant que 0 et −1 sont sur un
2-cycle attractif pour f .

4.4.2 Le modèle

Le modèle logistique discret a été introduit en dynamique des populations par
Robert May 4 :

(4.1) xn+1 = axn

(
1− xn

K

)
·

Il impose une densité maximale, K , à la population : si la densité atteint ou
dépasse K , la population s’éteint à la génération suivante (xn Ê K implique que

4. MAY, R., Simple mathematical models with very complicated dynamics, Nature 261
(1976), 459–457.
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xn+1 É 0 !). En changeant d’échelle pour considérer la fraction de la population
maximale K , on est conduit au modèle suivant :

(4.2) xn+1 = r xn(1−xn)

où r > 0 et 0 É xn É 1. La famille à un paramètre de fonctions

fr (x) = r x(1−x)

est appelée l’application logistique.

FIGURE 4.5: QR code pour aller expérimenter les itérations de l’application lo-
gistique.

L’équation de récurrence (4.2), malgré son apparente simplicité, donne lieu
à une dynamique extraordinairement complexe pour certaines valeurs du pa-
ramètre r . Nous allons en donner un aperçu.

On se restreint au cas 0 É r É 4 et 0 < x0 < 1. On vérifie alors que la suite (xn)
demeure dans l’intervalle [0,1].
Il y a deux points fixes : 0 et r−1

r . Lorsque 0 É r < 1, (xn) tend vers 0 (point fixe
attractif). Lorsque 1 < r < 3, le point 0 devient répulsif tandis que le point r−1

r
devient attractif. On vérifie que la suite (xn) tend vers r−1

r pour toute valeur ini-
tiale 0 < x0 < 1. Lorsque 3 < r É 4, les deux points 0 et r−1

r deviennent répulsifs.
Mais un 2-cycle apparaît, qu’on trouve en cherchant les points fixes de l’équa-
tion x = f 2(x) qui sont

x± = r +1±p
(r +1)(r −3)

2r
·

Si x0 = x+, alors x2n = x+ et x2n+1 = x−. On vérifie ensuite que ce 2-cycle est
attractif si 3 < r < 1+p

6 et répulsif si 1+p
6 < r É 4. On peut ensuite démontrer

qu’il existe une suite croissante (rn), avec rn > 3 et limrn = rc ≈ 3.828 telle que
la suite logistique correspondante admette des cycles d’ordre 2n . À chaque rn

est associé un petit intervalle pour lequel le cycle d’ordre 2n est attractif. Il est
également possible de démontrer que

lim
n→+∞

rn − rn−1

rn+1 − rn
= 4.6692. . . .
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Ce nombre est en fait une constante universelle, appelée constante de Feigen-
baum. Lorsque r > rc , les cycles d’ordre 2n deviennent répulsifs et des cycles
d’ordre k,2k,4k, . . ., avec k impair, apparaissent.

FIGURE 4.6: Diagramme de bifurcation pour le modèle logistique.

La figure 4.6 illustre la suite de bifurcations de doublement de période qui
ont lieu. Pour tracer un tel diagramme, on choisit N valeurs r1,r2, . . . ,rN de r
(par ex. N = 800 et r j = 0.005 j ) et on calcule, par ex. , la trajectoire du point x0 =
0.5 pour l’application fr j . Ensuite, pour chaque valeur de r j , on trace le point

(r j , f k
r j

(0.5)) pour, disons, 50 É k É 250. En éliminant les 50 premières itérations,
on obtient pratiquement le comportement asymptotique de la trajectoire.

Pour certaines valeurs du paramètre r , on peut montrer que le système
devient «chaotique». Visuellement, cela se traduit par le fait que la trajectoire
d’une condition initiale typique va être erratique et pratiquement indiscernable
d’une suite de nombres aléatoires. Il y a en fait une définition mathématique du
chaos dans ce contexte, mais nous ne rentrerons pas dans les détails. Du point
de vue de la modélisation, l’exemple de l’application logistique donne un mo-
dèle très simple où, pour certaines valeurs du paramètre, l’effectif de la popula-
tion fluctue fortement d’une année sur l’autre, sans qu’il y ait de perturbations
aléatoires extérieures.

Constantino et al. 5 affirment avoir mis au point un protocole expérimental
permettant d’affirmer qu’un population est régie par du chaos déterministe en
étudiant la vie d’une coléoptère (Tribolium castaneum). C’est un système de
trois équations de récurrence couplées.

5. CONSTANTINO, R., DESHARNAIS, R., CUSHING, J. et DENNIS, B., Chaotic dynamics in an
insect population, Science 275 (1997), 389–391.
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Le modèle de Ricker Nous avons évoqué plus haut le modèle de Ricker qui
peut s’écrire sous la forme

xn+1 = bxne−cxn

où b,c sont des paramètres positifs. Il présente le même type de complexité que
le modèle logistique. Il faut voir c comme l’inverse de la capacité de charge K ,
c.-à-d. c = K −1. Le terme d’amortissement e−xn /K pénalise beaucoup plus les
grandes valeurs de xn que celui du modèle logistique (1− xn/K ) et il est positif
pour tout xn positif.

FIGURE 4.7: Deux trajectoires du modèle de Ricker avec b = 17, c = 0.01. L’une a
pour condition initiale x0 = 75, l’autres x0 = 75.1. Cela illustre la sensibilité aux
conditions initiales qui est la signature du chaos déterministe.

FIGURE 4.8: Diagramme de bifurcation du modèle de Ricker (c = 0.01)

4.5 Notes

Mentionnons à nouveau le livre [HJV07] au sujet des processus de Bienaymé-
Galton-Watson et de leurs extensions esquissées ici.
Le modèle logisitique discret est détaillé par exemple dans [Dev86]. Une autre
référence sur les systèmes définis par une récurrence est [Ela05].
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Chapitre 5

Interactions

JUSQU’à présent, nous n’avons considéré que la dynamique d’une seule po-
pulation. Dans un éco-système, par ex. , plusieurs populations doivent co-

exister en interagissant de différentes manières :
� certaines peuvent être en compétition avec d’autres car elles ont des res-

sources communes ;
� une population peut être la proie d’une autre population qui elle-même

peut être celle d’une troisième (chaînes alimentaires) ;
� il se peut que certaines populations coopèrent ;
� etc

Dans ce chapitre, nous étudions plusieurs modèles de base d’interaction uti-
lisés en écologie. Nous le faisons avec une approche graphique et avec des

simulations numériques. Nous observerons un certain nombre de phénomènes
que nous pourrons comprendre mathématiquement grâce à la Partie II.

5.1 Proies & prédateurs

Cette section va non seulement nous servir à introduire les modèles de base dé-
crivant les interactions proies-prédateurs mais aussi un certain nombre d’idées
générales sur les modèles définis par des systèmes différentiels.

5.1.1 Modèle de Lotka-Volterra

L’histoire V. Volterra avait été consulté par le biologiste U. D’Ancona qui avait
été frappé par le fait suivant. En étudiant les résultats des pêches des ports
de Venise, Trieste et Fiume, d’Ancona avait estimé la proportion de requins
et autres prédateurs impropres à la consommation, que l’on pêchait parmi les
poissons consommables, par rapport à la population totale des poissons de la

65
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mer Adriatique. Il avait constaté que l’arrêt quasi-total de la pêche dans l’Adria-
tique pendant la Première Guerre mondiale ait eu pour conséquence, non pas
une augmentation équivalente des deux populations (les poissons-proies et
les poissons-prédateurs), mais une augmentation du pourcentage de poissons-
prédateurs dans la population totale, la tendance s’inversant avec la reprise de
la pêche (après la fin de la guerre).

Le modèle Volterra a mis au point le modèle le plus simple possible pour voir
s’il était capable de décrire mathématiquement ce phénomène, au moins d’un
point de vue qualitatif.
Il commence par diviser les diverses populations de poissons en deux catégo-
ries : les poissons qui se nourrissent d’autres poissons (prédateurs) et les pois-
sons qui sont mangés par ceux-ci (les proies).
Il suppose qu’il y a une très grande population de proies et une très grande po-
pulation de prédateurs et décide de décrire l’évolution de la densité x(t ) des
proies et de la densité y(t ) des prédateurs par le système différentiel suivant :

(5.1)

{
ẋ = x(a −by)

ẏ = y(−c +d x)

où a,b,c,d sont des constantes strictement positives.
Lotka a proposé à peu près en même temps et indépendamment le même mo-
dèle, c’est pourquoi on parle du modèle de Lotka-Volterra.
On peut réécrire ce modèle sous la forme{

ẋ
x = a −by
ẏ
y =−c +d x.

Le rapport ẋ/x s’interprète comme le taux de variation (instantané) par indi-
vidu dans la population des proies, ẏ/y comme celui dans la population des
prédateurs. Dans les deux cas, on a un taux qui est une fonction affine.

Analyse sommaire des hypothèses

1. En l’absence des prédateurs, la densité des proies obéirait à l’équation
ẋ = ax, c.-à-d. à une croissance malthusienne : on aurait une proliféra-
tion exponentielle des proies. La principale hypothèse est donc de consi-
dérer qu’il n’y a pas de limitation des ressources.

2. En l’absence des proies, les prédateurs disparaîtraient à une vitesse pro-
portionnelle à leur nombre selon l’équation ẏ =−c y .



5.1. PROIES & PRÉDATEURS 67

3. Notons m(t ) le nombre de proies qui meurent par unité de temps à
cause de la prédation. Le modèle suppose que ce nombre est propor-
tionnel à la fréquence des rencontres entre proies et prédateurs. Cette
fréquence est elle-même supposée proportionnelle au produit des den-
sités de deux populations, c.-à-d. x(t )y(t ). La croissance exponentielle
de la densité des proies ax(t ) est donc freinée par le terme −bx(t )y(t ).

4. Quand ils disposent de proies, les prédateurs se reproduisent propor-
tionnellement à la quantité de nourriture effectivement mobilisée, donc
au nombre de proies tuées, c.-à-d. proportionnellement à x(t )y(t ), ce
qui donne le terme de reproduction d x(t )y(t ) dans la seconde équation.
Il est naturel de supposer que b > d car un prédateur ne «convertit» pas
une proie en prédateur avec 100% d’efficacité.

Ce modèle a des défauts propres à toute modélisation avec des équations dif-
férentielles. Nous les commenterons plus tard.

Analyse basique du modèle Le but est de résoudre les équations (5.1), c.-à-d.
de trouver des fonctions x(t ) et y(t ) telles que{

dx(t )
dt = ax(t )−bx(t )y(t )

dy(t )
dt =−cx(t )+d x(t )y(t )

pour tout temps t , en supposant qu’à un temps t0 on connaît x(t0) et y(t0).
Nous verrons en fait qu’on peut prendre t0 = 0 sans perte de généralité.
Il s’avère qu’il n’est pas possible de résoudre ces équations, c.-à-d. d’écrire x(t )
et y(t ) comme des fonctions explicites de t . Mais peu importe : nous allons
montrer comment comprendre l’essentiel de ce modèle sans avoir à résoudre
les équations ! Il s’agit d’introduire ce qu’on appelle l’analyse qualitative des sys-
tèmes différentiels. Cette analyse repose sur un théorème fondamental et ses
conséquences, à savoir le théorème d’existence et d’unicité des équations dif-
férentielles.

Intermède sur les équations différentielles Le pilier de l’étude des équations
différentielles est le théorème suivant : si on a le système

(5.2)

{
ẋ = f (x, y)

ẏ = g (x, y)

avec f , g deux fonctions de R2 dans R2 suffisamment régulières, et si on se
donne un point (x0, y0) et un temps t0, alors il existe une unique solution (x(t ), y(t ))
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qui passe par (x0, y0) au temps t0, c.-à-d. (x(t0), y(t0)) = (x0, y0). 1 Lorsque le
temps t varie, le point (x(t ), y(t )) va parcourir une courbe qu’on appelle orbite
ou trajectoire.
Il y a deux propriétés fondamentales pour un tel système :

1. Le fait que les fonctions f et g ne dépendent pas du temps a une consé-
quence immédiate : si (x(t ), y(t )) est une solution étant donné (x(0), y(0))
et si t0 est un temps arbitraire, alors (x̃(t ) ≡ x(t + t0), ỹ(t ) ≡ y(t + t0))
est également une solution. Mais ces deux solutions ont la même tra-
jectoire. La première est en (x(0), y(0)) au temps t = 0, la seconde est
en (x(t0), y(t0)), c.-à-d. un autre point de la courbe. L’une est donc la
translatée dans le temps de l’autre. On peut donc toujours se ramener
au temps t = 0.

2. Par tout point (x0, y0) il ne passe qu’une seule trajectoire. Intuitivement,
s’il passait deux trajectoires par (x0, y0), cela contredirait l’unicité des
solutions. 2

- EXERCICE 5.1.1. Démontrer les assertions précédentes.

Intermède sur les équations différentielles (bis) Nous venons de voir les sys-
tèmes différentiels sous l’angle de l’Analyse ; regardons-les maintenant sous un
angle géométrique. On interprète le second membre de (5.2) comme un champ
de vecteurs : à chaque point du plan (x0, y0) on associe le vecteur(

f (x0, y0)
g (x0, y0)

)
·

Dans le modèle de Lotka-Volterra, il s’agit de(
ax0 −bx0 y0

−c y0 +d x0 y0

)
·

Chercher une solution (x(t ), y(t )) de (5.2) équivaut à chercher une courbe dont
la tangente est le vecteur (

f (x(t ), y(t ))
g (x(t ), y(t ))

)
·

Si on se donne un point (x0, y0), la solution qui passe par ce point au temps
t = 0 va donc parcourir une trajectoire tangente au champ de vecteurs. Puis-
qu’il n’y a qu’une seule trajectoire qui passe par ce point, on peut partitionner

1. Nous formulerons précisément ce théorème dans la Partie II. La régularité suffisante est
que les dérivées partielles ∂ f /∂x, ∂ f /∂y , ∂g /∂x et ∂g /∂y existent et soient des fonctions conti-
nues. Ce que nous passons sous silence est la condition sous laquelle les solutions sont définies
pour tout temps t . Cette condition est remplie dans le cas de tous les modèles de ce chapitre.

2. Cette propriété est la manifestation de ce qu’on appelle le déterminisme.
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le plan selon l’ensemble des trajectoires. La représentation (schématique) de
l’ensemble des trajectoires s’appelle le «portrait d’état».
On peut donner une image physique de ce qui précède en interprétant le champs
de vecteurs comme un système de courants d’air établi dans le plan, qui ne
change pas au cours du temps. On lache une plume au temps t = 0 ; elle 3 va
suivre une trajectoire déterminée par les courants d’air. Si on lache une autre
plume au même endroit mais une seconde plus tard, elle va suivre la même
trajectoire que la plume précédente.

Retour à l’analyse du modèle de Lotka-Volterra Il y a trois solutions particu-
lières qui sont explicites :

(i) x(t ) = y(t ) = 0 ;
(ii) x(t ) = 0, y(t ) = y0e−ct (quel que soit y0 > 0) ;
(iii) y(t ) = 0, x(t ) = x0eat (quel que soit x0 > 0) ;

À ces solutions correspondent respectivement trois trajectoires : l’origine (0,0),
l’axe des ordonnées positives et l’axe des abscisses positives. Ces trois trajec-
toires forment le bord du quadrant positifR2+ = {(x, y) ∈R2 : x Ê 0, y Ê 0}. Seules
des densités de populations positives ou nulles ont un sens biologique. On ai-
merait donc que le modèle ait la propriété de base suivante : si on part de den-
sité de populations positives, on veut que les densités restent positives pour
tout temps t ! Comme deux trajectoires ne peuvent pas s’intersecter (en vertu
du résultat mentionné plus haut), cette propriété est vraie. Dit autrement, le
quadrant positif est invariant sous l’évolution des équations. Plus précisément,
le bord le bord bd

(
R2+

)
et l’intérieur int

(
R2+

) = {
(x, y) ∈ R2 : x > 0, y > 0

}
sont

invariants.
Le point (0,0) est une trajectoire réduite à un point qui correspond à la solu-
tion (x(t ), y(t )) = (0,0) pour tout t , qu’on qualifie de stationnaire. En ce point
le champ de vecteurs s’annule, c.-à-d. que ẋ = 0 et ẏ = 0 : les densités de po-
pulations cessent de croître ou de décroître. Il y a un autre point qui a cette
propriété : le point F = (x∗, y∗) tel que

x∗ = c

d
et y∗ = a

b
·

Pour un système différentiel général ẋ = f (x, y), ẏ = g (x, y), un point (x∗, y∗)
tel que f (x∗, y∗) = 0, g (x∗, y∗) = 0 est appelé un équilibre 4.
Il y a d’autres points remarquables à repérer : ceux tels que ẋ = 0 et ceux tels que
ẏ = 0. Ce sont des isoclines particulières qui vont permettre un régionnement
du plan. En l’espèce ce sont respectivement les droites d’équation a−by = 0 et

3. plus précisément, son centre de gravité
4. cette terminologie est historique et vient de la Mécanique
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−c +d x = 0 à l’intersection desquelles se trouve l’équilibre F . On obtient donc
facilement l’esquisse du portrait d’état suivante : Dans la région I, par exemple,

ẋ < 0 car y > y∗ et ẏ < 0 car x < x∗, donc le champ de vecteurs pointe vers la
gauche et vers le bas. Et ainsi de suite.
On conclut que si on part d’une densité initiale (x0, y0) de proies et de préda-
teurs dans la région I, la solution (x(t ), y(t )) va aller dans la région II, puis dans
la région III, puis dans la région IV, puis à nouveau dans la partie I, et ainsi de
suite.
Cette première analyse du portrait d’état montre que, pour des populations ini-
tiales strictement positives et différentes de l’équilibre F , les densités de proies
et de prédateurs vont fluctuer au cour du temps autour de cet équilibre puisque
les solutions (x(t ), y(t )) tournent autour de lui. Quatre scenarios disctincts sont
envisageables :

1. les fluctuations pourraient s’amortir, c.-à-d. x(t ) → x∗ et y(t ) → y∗ quand
t →∞. (Question : pourquoi est-ce forcément à la limite t →∞ que c’est
envisageable ?)

2. À l’inverse, les solutions pourraient parcourir des trajectoires qui spi-
ralent en s’éloignant de F et finir par toucher l’un des axes de coordon-
nées. (Questions : quels scénarios sont possibles ? est-ce que c’est pos-
sible à temps fini ?)

3. On pourrait avoir des fluctuations périodiques des populations qui cor-
respondent à des solutions périodiques : il existe un temps T > 0 tel que
x(t+T ) = x(t ) pour tout t . A priori, T dépend de (x0, y0), c.-à-d. des den-
sités initiales des populations. Une solution périodique correspond né-
cessairement à une trajectoire fermée.

4. Un dernier scénario est qu’il existerait une trajectoire fermée spéciale
qui «attirerait» toutes les solutions (correspondant bien sûr à des densi-
tés initiales strictement positives et différentes de x∗, y∗). Ce serait un
phénomène remarquable.
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Une simulation numérique penche clairement pour le scénario numéro 3, comme
le montre la figure suivante.

FIGURE 5.1: Modèle proie-prédateur de Lotka-Volterra : champ de vecteurs et
quelques solutions simulées (a = 1,b = 3.3,c = 2,d = 3). Le QR code renvoie à
une expérience numérique interactive sur Internet.

Périodicité des solutions Nous allons esquisser la démonstration que toutes
les solutions avec une condition initiale (x0, y0) 6= F et telles que x0 > 0, y0 > 0
tournent dans le sens contraire des aiguilles d’une montre autour de F .

Multiplions la 1ère équation dans (5.1) par c−d x
x et la seconde par a−by

y , et ajou-
tons les équations obtenues. Cela donne

( c

x
−d

)
ẋ +

(
a

y
−b

)
ẏ = 0

c.-à-d.

(5.3)
d

dt

[
c ln x −d x +a ln y −by

]= 0.

Introduisons les fonctions

H1(x) = x −x∗ ln x, H2(y) = y − y∗ ln y

et

H(x, y) = d H1(x)+bH2(y).
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L’équation (5.3) se réécrit donc

d

dt
H(x(t ), y(t )) = 0

c.-à-d.
H(x(t ), y(t )) = Const.

La fonction H , définie dans int
(
R2+

)
, est donc constante le long des solutions.

Puisque
dH1

dx
= 1− x∗

x
,

d2H1

dx2
= x∗

x2
> 0

la fonction H1 atteint son minimum en x = x∗. La fonction H2 atteint son mi-
nimum en y = y∗. Les fonctions H1 et H2 sont donc strictement convexes et le
graphe de la fonction H a donc la forme d’une fosse dont le fond correspond
à l’unique minimum qui est atteint en F . On observe également que H(x, y) →
+∞ le long de toute demi-droite issue de F . Les courbes de niveau{

(x, y) ∈ int(R2
+) : H(x, y) = z

}
, z > H(x∗, y∗)

sont donc des courbes fermées. Les trajectoires sont incluses dans ces courbes
fermées. Pour vraiment terminer la démonstration, il faudrait montrer que ces
courbes fermées sont parcourues entièrement par les solutions, montrant ainsi
que les solutions sont périodiques. Ceci revient à montrer que les solutions sont
définies pour tout temps t (c’est fait dans la Partie II).

Retour à la question de D’Ancona Soit T la période d’une solution (x(t ), y(t ))
(de condition initiale (x0, y0) 6= F telle que x0 > 0, y0 > 0). Autrement dit, x(t +
T ) = x(t ) et y(t+T ) = y(t ) pour tout t . Introduisons les moyennes sur la période
[0,T ] des fonctions périodiques x(t ) et y(t ) :

〈x〉 déf= 1

T

Tw

0

x(s)ds, 〈y〉 déf= 1

T

Tw

0

y(s)ds.

On a la «loi de la conservation» suivante :

(5.4) 〈x〉 = c

d
et 〈y〉 = a

b
·

Autrement dit, les moyennes sur une période du nombre d’individus des deux
espèces sont indépendantes des conditions initiales, et égales aux nombres qui
correspondent aux valeurs de l’équilibre F .
Démontrons ces égalités. Nous avons

d

dt
(ln x) = ẋ

x
= a −by
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qui donne par intégration

Tw

0

d

dt
(ln x)dt =

Tw

0

(a −by(s))ds

c.-à-d.

ln x(T )− ln x0 = aT −b
Tw

0

y(s)ds.

Or, x(T ) = x0, donc

1

T

Tw

0

y(s)ds = a

b
= y∗.

En procédant de même on trouve l’autre formule.
Nous pouvons maintenant revenir au problème initial posé par D’Ancona à

Volterra et voir ce que répond le modèle. Pour modéliser la prédation exercée
par les pêcheurs qui prennent dans leurs filets à la fois des poissons-proies et
des poissons-prédateurs, modifions le modèle (5.1) en ajoutant à la 1ère équa-
tion le terme −ex et à la seconde le terme −e y :{

ẋ = x(a −by)−ex

ẏ = y(−c +d x)−e y

où e < a. On retrouve un modèle du même type mais avec un taux de croissance
maintenant égal à a −e pour les proies et un taux de mortalité égal à c +e pour
les prédateurs. En appliquant les formules (5.4) on obtient

〈x〉 = c +e

d
et 〈y〉 = a −e

b
·

Autrement dit, si l’on pêche les deux populations uniformément et proportion-
nellement aux nombres de leurs individus 5, la moyenne du nombre de proies
croît et celle des prédateurs diminue.

- EXERCICE 5.1.2. Le modèle de Lotka-Volterra comporte quatre paramètres. Mon-
trer qu’en faisant des changements d’échelle appropriés de t , x et y on peut le
mettre sous la forme adimensionnée{

ẋ = x(1− y)

ẏ =αy(x −1).

Quel est le lien entre les solutions de (5.1) et celles du modèle adimensionné ?
Même question pour les trajectoires.

5. il faut bien sûr que e < a
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Mentionnons que l’économiste R. Goodwin a proposé en 1967 un modèle
dont le but était de rendre compte de certaines fluctuations cycliques du taux
d’emploi et des revenus du capital. Il a abouti à un modèle formellement iden-
tique au modèle de Lotka-Volterra où x représente le taux d’emploi et y le re-
venu du capital. Le modèle de Goodwin a servi de point de départ à toute une
série de modèles macro-économiques.

5.1.2 Modèle de Lotka-Volterra avec compétition entre proies

Une amélioration immédiate à apporter au modèle (5.1) est de limiter la crois-
sance en l’absence des prédateurs. Le choix le plus simple consiste à remplacer
le terme ax par ax(1− x/K ) ; autrement dit, on remplace la constante a par la
fonction a(1−x/K ). On a donc le modèle suivant :

(5.5)

{
ẋ = ax

(
1− x

K

)−bx y

ẏ = y(−c +d x)

où a,b,c,d ,K sont des constantes strictement positives. Le paramètre K est la
capacité de charge des proies.
Observons que si K est très grand, ce modèle est une «perturbation» du modèle
(5.1).

On peut également introduire une compétition entre les prédateurs en ajou-
tant un terme − f y à l’équation pour ẏ . On aboutit donc au modèle suivant,
appelé modèle de Lotka-Volterra avec compétition intraspécifique :

(5.6)

{
ẋ = x(a −ex −by)

ẏ = y(−c +d x − f y)

où a,b,c,d ,e sont des constantes strictement positives. On a posé e ≡ a/K . On
prend f Ê 0 car il s’avère que ce paramètre joue un rôle très secondaire : le fait
que f = 0 ne change rien qualitativement.

Il est facile de s’assurer que le quadrant positif est invariant, comme pour
le modèle précédent. Son bord est constitué de cinq trajectoires : les points
d’équilibre (0,0) et P = (a

e ,0
)
, les deux intervalles

]
0, a

e

[
et

]a
e ,+∞[

de l’axe des
abscisses, et enfin l’axe des ordonnées positives.

Une premier déffrichage du portrait d’état peut se faire en étudiant les iso-
clines ẋ = 0 et ẏ = 0 qui sont les droites

ex +by = a et d x − f y = c.

Selon les valeurs des paramètres, ces droites peuvent ou non s’intersecter dans
int

(
R2+

)
.
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• Dans le cas où elles ne s’intersectent pas, elles divisent int
(
R2+

)
en trois ré-

gions comme montré sur la figure suivante. Il est clair que toute trajectoire
converge vers P , c.-à-d. que les prédateurs disparaissent. La densité de proies
tend vers a

e , ce qui correspond à la capacité de charge de l’équation logistique
ẋ = x(a − ex), c.-à-d. l’équation qui gouverne l’effectif des proies en l’absence
des prédateurs.

FIGURE 5.2: Simulation du portrait d’état du modèle de (5.6), quand les iso-
clines ẋ = 0 et ẏ = 0 ne s’intersectent pas, avec deux trajectoires.

+ REMARQUE 5.1. Quand les droites s’intersectent exactement au bord du qua-
drant positif, c’est sur l’axe des abscisses et exactement au point P (l’équilibre qui
correspond à la capacité de charge des proies).

• Lorsque les isoclines ẋ = 0 et ẏ = 0 s’intersectent en un point F = (x∗, y∗)
dans int(R2+), ce point est un équilibre. Cette fois-ci, l’intérieur du quadrant
positif est divisé en quatre régions notées de I à IV dans la figure 5.3. L’étude
des signes de ẋ et ẏ suggère que les solutions tournent dans le sens contraire
des aiguilles d’une montre. A-t-on à nouveau des trajectoires fermées autour
de F (solutions périodiques) ? Les solutions s’éloignent-elles de F en spiralant ?
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ou bien s’approchent-elles de F en spiralant ? La simulation numérique montre
clairement qu’elles spiralent vers F , quelle que soit la condition initiale (x0, y0) ∈
int(R2+).

FIGURE 5.3: Simulation du portrait d’état du modèle de (5.6), quand les iso-
clines ẋ = 0 et ẏ = 0 s’intersectent (en F ).

Autrement dit, si les densités de proies et de prédateurs initiales, x0, y0, sont
des strictement positives mais que x0 6= x∗, x0 6= y∗, on a (x(t ), y(t )) → (x∗, y∗).
On dit que l’équilibre (x∗, y∗) est (globalement) «asymptotiquement stable» 6.
On a donc un comportement radicalement différent du modèle (5.1). On peut
vérifier à l’aide de simulations numériques que si f = 0 et si e est très petit mais
reste > 0, la différence de comportement entre les deux modèles persiste.

+ REMARQUE 5.2. Nous avons en fait mis le doigt sur un défaut majeur du modèle
(5.1) : son instabilité structurelle ou son manque de robustesse. En effet, comme
on l’a signalé plus haut, le modèle avec compétition intraspécifique peut être vu

6. pourquoi d’après vous dit-on «asymptotiquement» ?
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comme une perturbation de (5.1) :{
ẋ = ax −by−ex2

ẏ = y(−c +d x − f y).

Tant que ex2 est très petit, on aimerait que les propriétés caractéristiques du
modèle de Lotka-Volterra ne soient pas affectées. Or ce n’est pas le cas : toutes
les solutions périodiques, c.-à-d. les trajectoires fermées, qui tournent autour de
l’équilibre ont disparu !

Linéarisation autour de l’équilibre F Revenons au portrait d’état 5.3 et ten-
tons de comprendre pourquoi les solutions doivent spiraler vers F . La première
idée qui vient à l’esprit est d’au moins comprendre ce qui se passe dans un voi-
sinage proche de F . Supposons qu’on a un système de la forme{

ẋ = f (x, y)

ẏ = g (x, y)

et qu’il existe un équilibre (x∗, y∗) (c.-à-d. f (x∗, y∗) = 0, g (x∗, y∗) = 0). Au voisi-
nage de (x∗, y∗) on est tenté d’écrire 7

f (x, y) ≈ f (x∗, y∗)︸ ︷︷ ︸
=0

+∂ f

∂x
(x∗, y∗) · (x −x∗)+ ∂ f

∂y
(x∗, y∗) · (y − y∗)

g (x, y) ≈ g (x∗, y∗)︸ ︷︷ ︸
=0

+∂g

∂x
(x∗, y∗) · (x −x∗)+ ∂g

∂y
(x∗, y∗) · (y − y∗).

Le système linéarisé en (x∗, y∗) est donc, en posant u = x −x∗ et v = y − y∗ :(
u̇
v̇

)
= A

(
u
v

)
·

où

A ≡
(∂ f
∂x (x∗,y∗)

∂ f
∂y (x∗,y∗)

∂g
∂x (x∗,y∗)

∂g
∂y (x∗,y∗)

)
·

La matrice A s’appelle la matrice jacobienne du champ de vecteurs

(
f (x, y)
g (x, y)

)
au

point (x∗, y∗). Dans ces coordonnées, l’équilibre (x∗, y∗) est devenu l’origine
(0,0). Le système linéarisé est ce qu’on appelle un système différentiel linéaire
à coefficients constants. Il a le bon goût d’être résoluble. Nous pourrions nous
croire complètement tirés d’affaire mais il reste une question en suspend :

7. si on suppose que f et g sont différentiables et que leurs dérivées sont continues, l’erreur
commise est de la forme

√
(x −x∗)2 + (y − y∗)2ε(x, y) avec lim(x,y)→(x∗,y∗) ε(x, y) = 0.
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À quelles conditions les solutions du système initial seront-elles
«proches» des solutions du système linéarisé, au voisinage de l’équi-
libre (x∗, y∗) ?

Nous laissons cette question en suspend (elle sera traitée dans la Partie II) et
nous revenons au modèle (5.6) juste après un petit intermède d’Algèbre linéaire
que le lecteur familier de cette matière peut bien sûr sauter.

Intermède d’algèbre linéaire Comme nous le verrons dans la Partie II, la ma-
trice A ne peut être que de l’une des trois formes suivantes si on se place dans
une base convenable : (

λ 0
0 µ

) (
α β

−β α

) (
λ 1
0 λ

)
·

Autrement dit, il existe une application linéaire T telle que T −1 AT a l’une de ces

trois formes. Une application linéaire transforme un vecteur

(
x
y

)
en un vecteur

T

(
x
y

)
avec

T

(
x
y

)
=

(
t11x + t12 y
t21x + t22 y

)
·

Nous verrons que cette classification est liée au «problème aux valeurs propres
de A», c.-à-d. la recherche des vecteurs particuliers (dits «vecteurs propres»)
tels que, multipliés par A, seule leur longueur change, pas leur direction.

Retour au modèle (5.6) On calcule sa matrice jacobienne au point F = (x∗, y∗) :

A =
(−ex∗ −bx∗

d y∗ 0

)
·

On peut montrer que A est dans une base appropriée de la forme

(5.7)

(
α β

−β α

)
avec α < 0 et β > 0. Les solutions d’un système différentiel avec une telle ma-
trice sont de la forme

x(t ) = eαt (x0 cos(βt )+ y0 sin(βt ))

y(t ) = eαt (y0 cos(βt )−x0 sin(βt )).

La figure suivante en montre quelques exemples.
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FIGURE 5.4: Trajectoires du système linéaire de matrice (5.7) avecα< 0 et β> 0.

Le facteur eαt est le facteur de contraction exponentielle (α< 0) de la norme du

vecteur

(
x(t )
y(t )

)
par rapport au vecteur

(
x0

y0

)
: on vérifie facilement que

√
x2(t )+ y2(t ) = eαt

√
x2

0 + y2
0 .

Les termes entre parenthèses correspondent à une rotation dans le sens contraire
des aiguilles d’une montre. Le point (x(t ), y(t )) se rapproche donc exponentiel-
lement vite de (0,0) tout en tournant autour de ce point.

- EXERCICE 5.1.3. Montrer que le système différentiel linéaire(
u̇
v̇

)
=

(
α β

−β α

)(
u
v

)
se réécrit en coordonnées polaires 8 sous la forme{

ṙ =αr

θ̇ =β.

En déduire les portraits d’état possibles selon les signes de α,β.

On a donc bien, localement autour de F , retrouvé qualitativement l’allure
des trajectoires de la figure 5.3 (à un changement de base près, qui ne va pas
modifier la nature spiralante des solutions, et à une translation des axes de co-
ordonnées près).

5.1.3 Modéliser la prédation

Dans le modèle proie-prédateur de Lotka-Volterra (5.1), la prédation est de la
forme bx(t )y(t ) : elle est proportionnelle au produit de la densité des proies

8. u = r cosθ, v = r sinθ
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et des prédateurs. C’est l’hypothèse la plus simple possible pour représenter la
prédation mais elle est peu réaliste car elle ne tient pas compte, par exemple,
de la satiété des prédateurs. Diverses formes ont été proposées avec, pour point
commun, un effet de saturation quand la densité de proies devient élevée. Les
plus simples sont de la forme

ρ(x)y.

D’un point de vue dimensionnel, ρ correspond au nombre ou à la densité de
proies tuées par unité de temps et par prédateur.

En voici deux, l’une modélisant un prédateur «généraliste», l’autre un pré-
dateur «spécialiste».

Un prédateur spécialiste ne se nourrit que d’un type de proie. Même quand
la densité de proies diminue, ce prédateur continue à les chasser. Un choix
simple pour modéliser cette situation est

(5.8) ρ(x) = bx

s +x
·

La fonction ρ a une dérivée non-nulle en x = 0 et elle tend vers b quand x →
+∞.
Un prédateur généraliste se nourrit de différentes espèces de proies. Lorsqu’une
espèce de proies atteint une très faible densité, le prédateur va se concentrer
sur les autres espèces de proies. Une modélisation simple consiste à prendre

(5.9) ρ(x) = bx2

s2 +x2
·

Cette fois-ci, la fonction ρ a une dérivée nulle en x = 0. Elle tend également vers
b quand x →+∞.

Le modèle de Rosenzweig-McArthur (1963) repose sur la fonction ρ (5.8) :ẋ = r x
(
1− x

K

)
− bx y

x+s

ẏ = y
(

cx
x+s −d

)
où r,K ,b,c,d , s sont des paramètres strictement positifs. Ébauchons son étude.
Il y a deux équilibres qui existent quelle que soit la valeur des paramètres : (0,0)
et P = (0,K ). En l’absence de proies (x0 = 0), y(t ) = y0e−d t (les prédateurs dis-
paraissent exponentiellement vite). En l’absence de prédateurs, la densité des
proies tend vers la capacité de charge K .
L’isocline correspondant à ẋ = 0 est une parabole d’équation y = r

b

(
1− x

K

)
(s +

x), celle correspondant à ẏ = 0 est une droite verticale d’équation x = d s
c−d . Un

troisième équilibre (x∗, y∗) est donc possible si cette parabole intersecte cette
droite dans le quadrant positif. Il faut d’une part que c > d et d’autre part que
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d s
c−d < K (la parabole coupe l’axe des abscisses aux points −s < 0 et K > 0).
• On peut montrer que si l’équilibre (x∗, y∗) n’existe pas (au sens où x∗ < 0,
y∗ < 0) alors, pour toutes densités de proies et de prédateurs x0, y0 strictement
positives, (x(t ), y(t )) → (K ,0) ; autrement dit, asymptotiquement, il y a extinc-
tion des prédateurs et la population des proies atteint sa capacité de charge.
• Plaçons-nous dans le cas où F = (x∗, y∗) existe, c.-à-d. quand c > d et d s

c−d < K
et faisons varier le paramètre K . Une expérience numérique montre qu’il y a un
changement radical de comportement selon que la droite x = d s

c−d se trouve à
gauche ou à droite du sommet de la parabole dont l’abscisse est x̄ = K−s

2 :
� si la droite est à droite du sommet, l’équilibre F apparaît comme attrac-

tif ;
� si la droite est à gauche du sommet, l’équilibre F apparaît comme ré-

pulsif et on observe l’apparition d’une trajectoire spéciale qui semble
attirer toutes les solutions qui se trouve dans son voisinage, cf. la figure
suivante

0
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FIGURE 5.5: Deux trajectoires du modèle de Rosenzweig-McArthur.

Il s’agit d’un type de solution qui s’appelle un «cycle limite». Une telle solution
est remarquable car elle s’interprète comme des fluctuations périodiques ro-
bustes des populations de proies et prédateurs : si on part de densités initiales
strictement positives qui ne sont pas sur la trajetoire du cycle limite et qui ne
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correspondent pas à l’équilibre, ces densités vont tendre rapidement vers des
densités périodiques.

Cet exemple illustre également un phénomène fondamental : le change-
ment qualitatif radical du modèle selon la valeur des paramètres. On parle de
«bifurcation» et la valeur K = s + 2x̄ est le seuil de bifurcation. En dessus de
ce seuil, l’équilibre (x∗, y∗) est attractif et il n’y a aucune solution périodique.
En dessous de ce seuil, cet équilibre devient répulsif et il apparaît une solution
périodique attractive.

L’étude rigoureuse des cycles limites et des bifurcations nécessite des concepts
et des techniques que nous développons dans la Partie II.

5.2 Compétition & coopération

Le but est de proposer un modèle dans la veine de celui de Lotka-Volterra mais
pour modéliser la compétition entre deux populations qui ont une ressource
commune. Notons x1 la densité de l’une des populations, x2 celle de l’autre et
posons

(5.10)

{
ẋ1 = r1x1

(
1− x1

K1
−b12

x2
K1

)
ẋ2 = r2x2

(
1− x2

K2
−b21

x1
K2

)
.

où r1,r2,K1,K2,b12,b21 sont des paramètres positifs.
En l’absence d’une des populations l’autre suit une équation logistique. Quand
les deux populations sont présentes, on voit que chacune fait baisser le taux de
croissance de l’autre. L’impact négatif d’une population sur l’autre est propor-
tionnel au produit des densités des populations, son intensité étant mesurée
par le coefficient bi j qui représente la pression compétitive exercée sur la po-
pulation i par la population j .
La première chose à faire est d’adimensionner le modèle qui est défini avec six
paramètres. Pour cela on procède aux changements d’échelles suivants :

τ= r1t , u1 = x1

K1
, u2 = x2

K2
, a12 = b12

K2

K1
, a21 = b21

K1

K2
, ρ = r2

r1
.

Nous n’avons plus que trois paramètres dans le modèle qui se réécrit{
du1
dτ = u1(1−u1 −a12u2) ≡ f1(u1,u2)

du2
dτ = ρu2(1−u2 −a21u1) ≡ f2(u1,u2).

Ces changements d’échelle modifient la paramétrisation des solutions. Par exemple,
en supposant que r1 > 1, s’il s’écoule une seconde dans le modèle de départ, il
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s’écoule r1 secondes dans le nouveau modèle. Mais les trajectoires ne sont pas
modifiées. Donc, géométriquement, les portraits d’état des deux modèles sont
exactement les mêmes.

La liste des quatre équilibres possibles est la suivante :

u∗
1 = 0,u∗

2 = 0, u∗
1 = 1,u∗

2 = 0, u∗
1 = 0,u∗

2 = 1

u∗
1 = 1−a12

1−a12a21
, u∗

2 = 1−a21

1−a12a21
·

Il est clair que le dernier n’a de sens biologique que si a12a21 6= 1 et si u∗
1 > 0,

u∗
2 > 0. La position relative des isoclines f1(u1,u2) = 0 et f2(u1,u2) = 0 nous

donne quatre situations distinctes montrés dans la figure 5.6.

FIGURE 5.6

L’étude graphique du champ de vecteurs et des expériences numériques
montrent les quatre types de portraits d’état montrés dans la figure 5.7 que
nous commentons :

(a) (a12 < 1, a21 < 1) si les densités initiales sont strictement positives, elles
semblent converger vers l’équilibre (u∗

1 ,u∗
2 ) ;
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(b) (a12 > 1, a21 > 1) c’est le cas le plus intéressant et le plus subtil à étudier
mathématiquement car on a un phénomène de bistabilité :
le quadrant positif semble divisé en deux régions par une courbe, appe-
lée séparatrice, formée de trois trajectoires particulières : la première est
l’équilibre (u∗

1 ,u∗
2 ), la seconde est celle qui connecte l’origine à cet équi-

libre et la troisième part de cet équilibre et semble aller vers l’infini. Les
deux dernières trajectoires forment ce qu’on appelle la variété instable
de (u∗

1 ,u∗
2 ). Elle est accompagnée d’une variété stable, qui lui est trans-

verse : d’un côté, elle connecte (u∗
1 ,u∗

2 ) à l’équilibre (1,0), de l’autre elle
le connecte à l’équilibre (1,0).
Selon que les densités initiales sont dans la région à gauche ou à droite
de la séparatrice, soit la population 1 s’éteint tandis que l’autre tend vers
sa capacité de charge soit c’est l’inverse.

(c) (a12 < 1, a21 > 1) si les densités initiales sont strictement positives, elles
semblent converger vers l’équilibre (1,0) : la population 1 bat l’autre ;

(d) (a12 > 1, a21 < 1) il se passe l’inverse du cas précédent.

Pour l’analyser complètement et transformer les observations précédentes
en énoncés mathématiques, il faut disposer des outils de la Partie II.
Il est remarquable qu’un modèle aussi simple ait un comportement aussi riche.
En particulier, il laisse entrevoir un phénomène de multistabilité si on imagine
un modèle faisant interagir plusieurs populations.

- EXERCICE 5.2.1. Construire un modèle de coopération (ou de mutualisme) dans
la veine du modèle précédent.

5.3 Systèmes différentiels pour l’écologie

Nous n’avons considéré jusqu’ici que des situations où seules deux populations
interagissent. Il est clair que nous devons aller au-delà. Un modèle général met-
tant en jeu n populations sera de la forme

(5.11) ẋi = xi gi (x1, . . . , xn) (i = 1, . . . ,n),

c.-à-d.
ẋi

xi
= gi (x1, . . . , xn) (i = 1, . . . ,n).

Seul l’orthant positifRn+ nous intéresse puisque les xi représentent des densi-
tés de populations. Les gi sont les taux de croissance par individu. On les ap-
pelle aussi des fonctions d’interaction. En pratique, ce sont des fonctions poly-
nomiales ou plus généralement rationnelles.
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FIGURE 5.7

On observe que si xi (0) = 0, la population correspondante reste nulle : xi (t ) = 0
pout tout t . La «face» donnée par l’équation xi = 0 est donc invariante par la dy-
namique. Si n = 2, une face est simplement l’une des demi-droites {x2 = 0, x1 Ê
0}, {x1 = 0, x2 Ê 0}. Si n = 3, une face est l’un des demi-plans {x3 = 0, x1 Ê 0, x2 Ê
0}, etc. Si on accepte le résultat que nous énoncerons dans la Partie II qui dit
que deux trajectoires ne peuvent pas s’intersecter, on en déduit que l’orthant
positifRn+ est invariant par la dynamique ; autrement dit, des densités initiales
strictement positives, elles vont évoluées en restant toujours positives.

Le type d’interaction entre la population j et la population k est déterminé
par la réponse du taux d’accroissement ẋ j /x j à l’augmentation de xk et vice
versa en échangeant les indices j et k. Autrement dit, l’interaction entre les po-
pulations j et k est déterminée par le signe de la dérivée de g j par rapport à xk

et vice versa. Il y a trois cas particuliers remarquables :



86 CHAPITRE 5. INTERACTIONS

1. Si pour chaque j 6= k et dans tout l’orthant positif le produit

∂g j

∂xk

∂gk

∂x j
É 0,

on dira que (5.11) représente un système proie-prédateur ou, plus géné-
ralement, un système ressource-consommateur. Si

∂g j

∂xk
< 0 et

∂gk

∂x j
> 0

alors l’espèce j est la proie de l’espèce k.

2. Si pour chaque j 6= k et dans tout l’orthant positif

∂g j

∂xk
< 0,

on dira que (5.11) représente un système compétitif.

3. Si pour chaque j 6= k et dans tout l’orthant positif

∂g j

∂xk
> 0,

on dira que (5.11) représente un système coopératif ou mutualiste.

Il se peut très bien que par ex.

∂g1

∂x2
< 0,

∂g2

∂x1
> 0,

∂g2

∂x3
< 0,

∂g3

∂x2
> 0,

∂g3

∂x4
< 0,

∂g4

∂x3
> 0

et que l’espèce 4 ne soit la proie d’aucune des autres espèces. On dira que les
espèces 1,2,3 et 4 forment une chaîne alimentaire ou trophique, dans laquelle
l’espèce 4 est le super-prédateur.
Bien sûr, le système (5.11) peut n’appartenir à aucun des trois types fondamen-
taux décrits ci-dessus et être un panachage des trois. Les systèmes coopéra-
tifs et compétitifs ont une théorie assez générale, mais ce n’est pas le cas pour
les systèmes proies-prédateurs qui deviennent potentiellement très complexes
dès n = 3.

On appelle systèmes différentiels de Lotka-Volterra les systèmes différen-
tiels de la forme suivante :

(5.12) ẋi = xi

(
ri +

n∑
j=1

ai j x j

)
(i = 1, . . . ,n).

Dans cette classe de modèles, les taux d’accroissements sont des fonctions af-
fines. La matrice A = (ai j ) est appelée matrice d’interaction.
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Pour cette classe de modèles, la caractérisation des trois types fondamentaux
d’interactions est très simple : on a un système proie-prédateur si a j k ak j É 0,
compétitif si a j k > 0 et coopératif si a j k < 0, pour tout j 6= k dans chacun des
cas. Le modèles proie-prédateur (5.1) et (5.6) et le modèle de compétition (5.10)
en sont des exemples avec n = 2.

5.4 Modèles aléatoires

Les modèles que nous avons étudiés jusqu’à maintenant dans ce chapitre sont
tous déterministes. En vertu des observations que nous avons faites aux cha-
pitres 3 et 4, on subodore qu’il faut considérer ces modèles comme des limites
de grandes populations de modèles aléatoires et qu’ils donnent vraisemblable-
ment une decription en moyenne des populations. Notre but est d’explorer ces
idées pour des modèles aléatoires décrivant l’interaction de deux populations.
Nous allons prendre comme exemple l’interaction proies-prédateurs et propo-
ser un modèle à la Lotka-Volterra.

Soit X (t ) la variable aléatoire donnant la taille de la population de proies à
l’instant t , Y (t ) celle pour les prédateurs. Pour définir le modèle, il faut donner
le taux de naissance et le taux de mort des proies et des prédateurs.
Prenons les proies. On suppose que leur taux de naissance est a, c.-à-d. que,
durant un intervalle de temps ∆t , la probabilité qu’une proie naisse est égale
à a∆t +o(∆t ). On fait dépendre leur taux de mort du nombre de prédateurs :
s’il y a Y prédateurs, on va supposer que, durant un intervalle de temps ∆t , la
probabilité qu’une proie meure est bY ∆t +o(∆t ).
Passons maintenant au prédateurs. On va supposer que leur taux de mort est c
et que le taux de naissance dépend du nombre de proies X et vaut d X .
En notant

∆X (t ) ≡ X (t +∆t )−X (t ), ∆Y (t ) ≡ Y (t +∆t )−Y (t )

on a donc les probabilités de transition suivantes :

P
(
∆X (t ) = x,∆Y (t ) = y

∣∣X (t ),Y (t )
)=

aX (t )∆t +o(∆t ) si (x, y) = (1,0)

d X (t )Y (t )∆t +o(∆t ) si (x, y) = (0,1)

bX (t )Y (t )∆t +o(∆t ) si (x, y) = (−1,0)

cY (t )∆t +o(∆t ) si (x, y) = (0,−1)

1−X (t )
(
a +bY (t )

)
∆t −Y (t )

(
c +d X (t )

)
∆t +o(∆t ) si (x, y) = (0,0)

o(∆t ) autrement.
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Commentons cette formule. Durant un intervalle de temps∆t , il peut y avoir la
naissance d’une proie, ou bien celle d’un prédateur, ou bien la mort d’un pré-
dateur, ou bien la mort d’une proie, ou bien il peut ne rien se passer. Enfin, la
probabilité de deux événements simultanés parmi les événements précédents
est o(∆t ). Autrement dit, si ∆t est suffisamment petit, la probabilité qu’il y ait
par ex. deux naissances de proies durant cet intervalle de temps est négligeable,
idem pour, par ex. , la naissance d’une proie et sa mort par rencontre d’un pré-
dateur, etc.
La figure suivante montre une réalisation de ce processus :

FIGURE 5.8: Simulation d’une réalisation du processus et comparaison avec le
modèle déterministe. À gauche, les solutions en fonction du temps. À droite, le
portrait d’état. On a pris a = 1, b = 0.02, c = 1, d = 0.01, X (0) = 120 et Y (0) = 40.

Notons p(x,y)(t ) la probabilité qu’il y ait x proies et y prédateurs à l’instant
t . En raisonnant comme on l’avait fait pour le processus de naissance et mort
(cf. section 3.3) on obtient une équation différentielle pour p(x,y)(t ) :

ṗ(x,y) = a(x −1)p(x−1,y) +d x(y −1)p(x,y−1) +b(x +1)y p(x+1,y) + c(y +1)p(x,y+1)

− (ax +d x y +bx y + c y)p(x,y).

- EXERCICE 5.4.1. Établir cette équation.

On a donc obtenu un système d’équations différentielles doublement infini
(x = 0,1, . . . , y = 0,1, . . .) qu’on ne sait pas résoudre explicitement.

Évolution des populations en moyenne La première question que nous nous
posons est la suivante :

Est-ce que (E[X (t )],E[Y (t )]) est la solution du modèle détermi-
niste (5.1) ?

L’outil clé est encore la fonction génératrice ϕ(r, s, t ) associée à {p(x,y)(t ); x =
0,1, . . . , y = 0,1, . . .} :

ϕ(r, s, t ) =
∞∑

x=0

∞∑
y=0

p(x,y)(t )r
x s y .
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On a

E[X (t )] = ∂ϕ

∂r

∣∣∣
r=s=1

et E[Y (t )] = ∂ϕ

∂s

∣∣∣
r=s=1

.

Un calcul assez fastidieux donne l’équation aux dérivées partielles suivantes :

(5.13)
∂ϕ

∂t
= ar (r −1)

∂ϕ

∂r
+br s

(
1

r
−1

)
∂2ϕ

∂r∂s
+ cs

(
1

s
−1

)
∂ϕ

∂s
+dr s(s −1)

∂2ϕ

∂r∂s
·

Ce qui nous intéresse est l’évolution de E[X (t )] et E[Y (t )]. Pour les obtenir on
observe que

dE[X (t )]

dt
= ∂

∂t

∂ϕ

∂r

∣∣∣
r=s=1

.

L’idée consiste à calculer ∂
∂t

∂ϕ
∂r qui est la même chose que ∂

∂r
∂ϕ
∂t . On calcule cette

dernière fonction en dérivant l’équation (5.13) par rapport à r , puis en prenant
r = s = 1. Après quelques calculs on trouve

dE[X (t )]

dt
= a

∂ϕ

∂r

∣∣∣
r=s=1

−b
∂2ϕ

∂r∂s

∣∣∣
r=s=1

= aE[X (t )]−bE[X (t )Y (t )].

PourE[Y (t )] on trouve

dE[X (t )]

dt
=−cE[Y (t )]+dE[X (t )Y (t )].

On découvre donc que (E[X (t )],E[Y (t )]) n’est pas la solution du système diffé-
rentiel (5.1) car on devrait alors avoir{

dE[X (t )]
dt = aE[X (t )]−bE[X (t )]E[Y (t )]

dE[X (t )]
dt =−cE[Y (t )]+dE[X (t )]E[Y (t )].

Mais il n’y a aucune raison pour queE[X (t )Y (t )] soit égal àE[X (t )]E[Y (t )] car
X (t ) et Y (t ) ne sont pas des variables aléatoires indépendantes.

Probabilité d’extinction La seconde question fondamentale concerne l’ex-
tinction des populations. Dans le modèle déterministe, il n’y a pas extinction,
sauf dans le cas particulier où il n’y a pas de proies car la densité de prédateurs
tend alors vers 0. En effet, si on démarre avec une densité de proies x(0) > 0 et
une densité de prédateurs y(0) > 0, le modèle donne des solutions (x(t ), y(t ))
périodiques qui tournent autour de l’équilibre (c/d , a/b).
Dans le modèle aléatoire, prenons X (0) > 0 et Y (0) > 0. Si le processus touche
le bord du quadrant positif à un instant t∗, c.-à-d. soit X (t∗) = 0 soit Y (t∗) = 0,
alors il est absorbé dans le sens que (X (t ) = 0,Y (t ) = 0) pour tout t > t∗. Cela
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correspond à l’extinction. Un tel événement a une probabilité non nulle d’arri-
ver. SiE[X (t )] etE[Y (t )] restent bornés au cours du temps 9, on peut démontrer
de manière très générale qu’avec probabilité un le temps d’extinction est fini.
Quel est le temps moyen d’extinction ? peut-on estimer la queue de la distribu-
tion du temps d’extinction ? Nous laissons de côté ces questions délicates.

FIGURE 5.9: Une réalisation du processus qui touche le bord.

Limite de grandes populations La dernière question que nous nous posons
est celle de la convergence, en un sens à préciser, du processus (xK (t ), yK (t )) où

xK (t ) ≡ X (t )

K
, yK (t ) ≡ Y (t )

K
et X (0) = Y (0) = K .

L’idée est que quand K À 1, (xK (t ), yK (t )) devrait ressembler à la solution (x(t ), y(t ))
du modèle détermiste (5.1). Comme on sait que le procesus s’éteint avec pro-
babilité un, la question n’a de sens que si on se fixe un temps T > 0 et qu’on
prend K de plus en plus grand.

+ THÉORÈME 5.3.
Pour tout T > 0 et pour tout η> 0 on a

lim
K→∞

P
(

sup
0ÉtÉT

(∣∣xK (t )−x(t )
∣∣+ ∣∣xK (t )−x(t )

∣∣)> η)
= 0.

Ce théorème nous dit donc que pour tout intervalle de temps donné [0,T ],
(xK (t ), yK (t )) est aussi proche que l’on veut de (x(t ), y(t )) avec une probabilité
proche de un si K est très grand.

Les observations que nous avons faites sur la version aléatoire du modèle
proie-prédateur de Lotka-Volterra sont en fait de portée générale et montrent
qu’il faut faire attention à ce que l’on fait. En particulier, lévolution moyenne

9. c.-à-d. qu’il existe C > 0 tel que pour tout t E[X (t )] <C etE[Y (t )] <C
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du processus ne suit pas l’évolution prédite par le modèle déterministe et les
deux modèles se ressemblent dans la limite de populations initiales tendant
vers l’infini mais durant des intervalles de temps bornés.
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Chapitre 6

Modéliser la dispersion
dans l’espace : premiers pas

JUSQU’ à présent nous n’avons pas pris en compte un aspect essentiel : la ré-
partition dans l’espace. Listons quelques raisons évidentes pour la prendre

en compte :
� L’environnement est en général hétérogène dès qu’on considère une échelle

suffisamment grande. Par exemple, lorsqu’on a étudié l’équation logis-
tique

ẋ = r x
(
1− x

K

)
on a supposé que le taux de croissance intrinsèque r et la capacité de
charge K sont des nombres donnés une fois pour toutes. Ces paramètres
peuvent en fait dépendre du lieu où on se trouve : il peut y avoir des
lieux favorables et des lieux défavorables ; les ressources peuvent varier
de manière régulière dans l’espace ou bien être distribuées de manière
parcellaire (fragmentation éco-paysagère) ; etc.
� Même si l’environnement est homogène, une population peut être ré-

partie initialement de façon hétérogène. Par exemple, les organismes
capables de se déplacer vont chercher des régions où la densité de leurs
concurrents est plus faible. Un exemple typique de répartition initiale
très hétérogène correspond à l’introduction (contrôlée ou non) d’une
espèce invasive. Pour ne prendre qu’un seul exemple célèbre, citons les
rats musqués qui ont envahi l’Europe à partir de fermes situées en Eu-
rope Centrale. Cette espèce est originaire d’Amérique du Nord et a été
introduite à la fin du 19ème siècle en Europe pour l’exploitation de sa
fourure. Modéliser les invasions biologiques est capital quand il s’agit
d’espèces nuisibles aux conséquences économiques considérables.
� Des espèces différentes peuvent avoir des taux de dispersion différents.

93
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Dans les modèles proie-prédateur, nous avons supposé que les proies et
les prédateurs sont «bien m’élangés», si bien que la probabilité de ren-
contre entre une proie et un prédateur ne dépend pas du lieu précis :
on la prend constante dans l’habitat considéré. C’est en fait le cas dans
tous les modèles basés sur des équations différentielles. Les physiciens
parlent d’hypothèse de «champ moyen». Ces différents taux de disper-
sion conduisent à des hétérogénéités spatiales dans la densité des proies
et des prédateurs, même en l’absence d’hétérogénéité de l’environne-
ment.

Nous sommes donc conduits à l’élaboration de modèles «spatio-temporels».
Comme le temps, l’espace peut être modélisé comme un paramètre discret ou
continu. On peut construire un modèle continu à la fois en espace et en temps
(équations de réaction-diffusion) ou bien discret à la fois en espace et en temps
(automates cellulaires, par ex. ). On peut très bien avoir des modèles à espace
discret et à temps continu (métapopulations, par ex. ) ou bien l’inverse.
Disons d’emblée que les modèles spatio-temporels sont nettement plus so-
phistiqués mathématiquement que leurs homologues purement temporels. Le
but de ce chapitre est seulement d’introduire quelques idées et quelques mo-
dèles de base.

6.1 Habitats fragmentés et métapopulations

Il y a des situations écologiques qui motivent la représentation de l’espace comme
un ensemble fini de sites connectés entre eux par migration. Pensons par exemple
à un archipel et à des populations d’oiseaux et leurs prédateurs. C’est un exemple
de biogéographie insulaire. Un autre type d’exemple est donné par la fragmen-
tation éco-paysagère : construction de routes, destruction de forêts pour l’agri-
culture où subsistent des bosquets séparés par des champs cultivés, etc.
Dans de telles situations, une première approche est de modéliser l’écosystème
comme une métapopulation, c.-à-d. littéralement comme une population de
populations. Plus précisément, on va représenter le système comme un en-
semble fini de sites ou de parcelles. La dynamique dans chaque parcelle ne va
décrire que l’évolution du nombre d’individus ou de leur densité. Les individus
ont la possibilité de migrer d’une parcelle à une autre. On pressent par exemple
que l’extinction dans une parcelle peut être contrebalancée par une recoloni-
sation. Une question majeure est celle de la conséquence de la fragmentation
d’un habitat sur la persistance ou l’extinction de la population.
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6.1.1 Exemples de modèles déterministes

Le premier modèle de métapopulation a été introduit par Levins en 1969 [Lev69].
On considère une population vivant sur un habitat fragmenté en parcelles (pen-
sons à des îles par ex. ), certaines étant habitées d’autres inoccupées. On s’inté-
resse à la proportion de parcelles occupées en considérant un taux de colonisa-
tion et un taux d’extinction. On note p(t ) la proportion de parcelles habitées au
temps t . Le modèle de Levins est donné par l’équation différentielle suivante :

dp

dt
(t ) = cp(t )(1−p(t ))−ep(t )

où c > 0 et e > 0 sont respectivement les paramètres de colonisation et d’extinc-
tion.

- EXERCICE 6.1.1. Étudier ce modèle.

Le modèle de Levins est particulièrement adapté pour certains insectes de forêt
vivants dans des microhabitats dispersés. Par exemple, Siitonen et Martikainen
en 1994 et Hanski et Hammond en 1995 l’ont étudié en détail pour des cocci-
nelles vivant sur des peupliers morts.
En fait, le modèle déterministe précédent peut être obtenu comme la limite
d’un modèle probabiliste où l’on fait tendre le nombre de parcelles vers l’infini.
La proportion p(t ) s’interprète donc comme une probabilité. Ceci indique que
ce modèle ne peut pas être pertinent s’il n’y a pas assez de parcelles.

- EXERCICE 6.1.2. Expliquez pourquoi la suppresion d’une fraction d de parcelles
conduit au modèle

dp

dt
= cp(1−d −p)−ep

puis étudiez-le.

- EXERCICE 6.1.3. Dans le modèle de base qu’on appelle «îles-continent», on sup-
pose qu’il y a un continent en plus des îles. L’idée est que la population du conti-
nent ne peut pas s’éteindre et qu’elle alimente les îles. Le modèle s’écrit

dp

dt
= (a + cp)(1−p)−ep.

Expliquez ce modèle et étudiez-le.

6.1.2 Un modèle aléatoire discret («puits-sources»)

Dans les modèles précédents on ignore la dynamique dans chaque parcelle.
Un type de modèles qui en tient compte est appelé modèle «puits-sources». Le
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but de ces modèles est de prendre en compte de la qualité des parcelles en dis-
tinguant les parcelles de mauvaise qualité («puits») de celles de bonne qualité
(«sources»). Le modèle que nous allons introduire est à temps discret et a été
introduit par V. Bansaye et A. Lambert [BL12].

Dynamique locale On modélise la dynamique dans chacune des parcelles
par un processus de Bienaymé-Galton-Watson. On a deux types de parcelles :

� les sources, qui correspondent à des habitats de bonne qualité : sans
les effets de migration, la population augmenterait de façon exponen-
tielle. On les modélisera par un processus de Bienaymé-Galton-Watson
de nombre moyen de descendants M strictement plus grand que 1.
� les puits, qui correspondent à des habitats de mauvaise qualité : sans les

effets de migration, la population s’éteindrait presque sûrement. On les
modélisera par un processus de Bienaymé-Galton-Watson de nombre
moyen de descendants m strictement inférieur à 1.

On suppose qu’il y a N puits et une source.

Dynamique de migration (matrice de transition) On suppose que les N puits
et la source sont reliés entre eux comme dans la figure suivante :

FIGURE 6.1: Exemple de modèle puits-sources avec une source et N = 7 puits.

On étiquette les puits par {1,2, . . . , N } et la source par 0. Un individu qui se
trouve dans un puits a une probabilité qg > 0 (resp. qd > 0) d’aller dans la par-
celle voisine de gauche (resp. de droite). Il peut rester sur place avec probabilité
1−qg −qd Ê 0. Un individu se trouvant dans la source (parcelle “0”) a une pro-
babilité pg > 0 (resp. pd > 0) d’aller dans le puits voisin de gauche (resp. de
droite). Il peut rester sur place avec probabilité 1−pg −pd Ê 0.
On peut résumer la dynamique de migration à l’aide d’une matrice de transi-
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tion P de taille (N + 1)× (N + 1) dont les coefficients P (i , j ) sont indexés par
{0,1, . . . , N } :

� pour i = 1,2, . . . , N , P (i , i +1) = qd , P (i , i −1) = qg et P (i , i ) = 1−qd −qg

(par convention on pose P (N , N +1) ≡ P (N ,0)) ;
� pour i = 0, P (0,1) = pd , P (0, N ) = pg et P (0,0) = 1−pd −pg ;
� les autres coefficients sont nuls.

Notons que la somme des coefficients de chaque ligne vaut 1. On dit que la
matrice est stochastique.

Dynamique de la métapopulation Nous pouvons maintenant décrire la dy-
namique globale du système pour laquelle le temps t est discret. À chaque gé-
nération t , chaque individu se reproduit indépendamment des autres et meurt.
Il donne naissance à certain nombre aléatoire de descendants selon un pro-
cessus de Bienaymé-Galton-Watson qui dépend de la nature de la parcelle : le
nombre moyen de descendants vaut m < 1 si c’est un puits ou M > 1 si c’est
la source. Chaque descendant a la possibilité de changer de parcelle indépen-
damment des autres selon la matrice P décrite précédemment.
Donc, à la génération t+1, une partie des descendants d’un individu d’une par-
celle i a migré dans l’une des parcelles voisines (i −1 ou i +1). En plus des indi-
vidus qui demeurent dans la parcelle i , une partie des descendants d’individus
de parcelles i −1 et i +1 y arrive. Et ainsi de suite.

La question fondamentale est la suivante :

Supposons qu’au temps t = 0 il y ait un unique individu dans la
source. Peut-on donner un critère d’extinction pour la population
formée de ses descendants ?

On a le théorème suivant :

+ THÉORÈME 6.1 (Critère d’extinction).
La population s’éteint avec probabilité un si et seulement si

M
(
p +pd

λ−µ+λµ(λN −µN )

λN+1 −µN+1
+pg

λN −µN + (λµ)N (λ−µ)

λN+1 −µN+1

)
É 1

où λ et µ sont les racines de l’équation

mqd u2 + (mq −1)u +mqg = 0

et
p ≡ 1−pd −pg et q ≡ 1−qd −qg .

Nous démontrerons ce théorème plus tard quand nous aurons à notre disposi-
tion la théorie des chaînes de Markov. Constatons que ce critère n’a rien d’in-
tuitif ! Il montre que ce modèle, qui semble élémentaire, est déjà complexe.
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6.2 Des promenades aléatoires
aux équations de réaction-diffusion

L’objet de cette section est de montrer comment construire une classe de mo-
dèles spatio-temporels déterministes et comment les relier à des modèles aléa-
toires très simples qui en sont en quelque sorte la version «microscopique».
Nous laissons délibérément de côté la rigueur mathématique à plusieures re-
prises pour dégager les idées clés.

6.2.1 Des promenades aléatoires à l’équation de diffusion

Une promenade aléatoire discrète Imaginons un individu (un organisme, une
particule, etc) qui se promène le long d’une ligne droite selon la dynamique
suivante : à chaque pas de temps elle fait un pas soit vers la droite soit vers la
gauche, avec la même probabilité, 1

2 . Les pas sont indépendants les uns des
autres : à chaque instant, on tire à pile-ou-face le fait d’aller à gauche ou à
droite. Soit ∆t le pas de temps et ∆x le pas d’espace.
Autrement dit, les états de l’individu sont sa position qui est de la forme xi =
i∆x et les pas se font aux temps de la forme tn = n∆t .
Commençons par calculer la probabilité p(m,n) que l’individu soit à la posi-
tion m∆x au temps n∆t . Observons que cette probabilité est nulle si |m| >
n. Plaçons-nous donc dans la situation où |m| É n. Pour atteindre la position
m∆x, il faut faire ` pas vers la gauche et r pas vers la droite avec la contrainte
que r −`= m. De plus, il faut réaliser ces sauts en n pas de temps donc `+r = n.
On déduit que `= (n−m)/2 et r = (n+m)/2, ce qui impose que m+n soit pair.
On pouvait s’y attendre : puisque l’individu est obligé de faire un pas à chaque
instant (il ne peut pas faire du surplace), il est clair qu’aux instants pairs il ne
peut avoir visité qu’un nombre pair de positions, tandis qu’aux instants impairs
le nombre de positions visité sera impair.
Ceci étant dit, la probabilité cherchée est

p(m,n) = 1

2n

n!

[(n +m)/2]![(n −m)/2]!
·

En effet, une promenade donnée de n pas au total avec r pas vers la droite a une
probabilité égale à 1

2n et il y a n!
r !(n−r )! façons de réaliser toutes les promenades

possibles avec ces contraintes.

- EXERCICE 6.2.1. Vérifier que pour chaque n on a
∑+∞

m=−∞ p(m∆x,n∆t ) = 1.
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Montrer en utilisant la formule de Stirling 1 que

p(m,n) ∼
√

2

πn
e−m2

2n

quand m,n →∞.

Passage au temps et à l’espace continus Il est clair qu’on a l’équation

p(m,n) = 1

2
p(m −1,n −1)+ 1

2
p(m +1,n −1).

En effet, pour que l’individu soit en xm au temps tn , il y n’a que deux possibilités
disjointes : à l’instant tn−1 l’individu est soit en xm−1 soit en xm+1. Dans chaque
cas, il a une chance sur deux d’arriver en xm à l’instant tn .
Notre but est de faire tendre simultanément ∆x et ∆t vers 0. On va supposer
que les probabilités p(m,n), changées d’échelle, vont tendre vers une fonction
deux fois différentiable ( !) u(x, t ) = p(x/∆x, t/∆t ). On a donc

u(x, t ) = 1

2
u(x −∆x, t −∆t )+ 1

2
u(x +∆x, t −∆t ).

Relions maintenant le taux d’accroissement temporel de u à sa variation spa-
tiale : retranchons aux deux membres de l’équation précédente le terme u(x, t−
∆t ), puis divisons les deux membres par ∆t :

u(x, t )−u(x, t −∆t )

∆t
= 1

2
(u(x −∆x, t −∆t )−2u(x, t −∆t )+u(x +∆x, t −∆t )) .

Si on divise le membre de droite par (∆x)2, on voit poindre la dérivée seconde
de u par rapport à x quand ∆x tend vers 0, mais on trouve un préfacteur de la
forme (∆x)2/∆t :

u(x, t )−u(x, t −∆t )

∆t
= 1

2

(∆x)2

∆t

(
u(x −∆x, t −∆t )−2u(x, t −∆t )+u(x +∆x, t −∆t )

(∆x)2

)
.

Nous constatons qu’en supposant l’existence de la quantité

(6.1) D ≡ lim
∆x→0,∆t→0

(∆x)2

2∆t

on obtient comme équation limite l’équation

(6.2)
∂p

∂t
= D

∂2p

∂x2
·

1. n! ∼p
2πn nne−n
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Cette équation est bien connue en Physique sous le nom de l’Équation de la
chaleur car elle fut obtenue pour la première fois dans le contexte de la diffu-
sion de la chaleur dans une barre unidimensionnelle. C’est une équation fon-
damentale qui apparaît dans de nombreux contextes.
Le coefficient de diffusion D peut être vu comme la moitié du carré de la dis-
tance parcourue par unité de temps par un individu se promenant de façon
parfaitement aléatoire.

- EXERCICE 6.2.2. On modifie légèrement la promenade aléatoire en introduisant
un biais : on fait un pas vers la droite avec probabilitéα ou un pas vers la gauche
avec probabilité 1−α. Montrer qu’on obtient l’équation

u(x, t )−u(x, t −∆t )

∆t
=

D
(u(x +∆x, t −∆t )−2u(x, t −∆t )+u(x −∆x, t −∆t )

(∆x)2

)
−v

(p(x +∆x, t −∆t )−p(x −∆x, t −∆t )

2∆x

)
où β≡ 1

2 −α et v ≡−2β∆x
∆t .

Obtenir l’équation limite en explicitant les hypothèses à faire. Commenter les cas
β= 0 et α= 1.

L’exercice ci-dessus qui fait apparaître une forme gaussienne pour p(m,n)
quand m,n tendent vers l’infini suggère l’analyse suivante de la promenade
aléatoire. On peut toujours supposer que la promenade démarre en x0 = 0 au
temps t0 = 0 et qu’à chaque pas de temps. La position de l’individu au temps
n∆t peut être décrite par la somme X1 +·· ·+Xn de n variables aléatoires indé-
pendantes, de même loi :

P(Xk =±∆x) = 1

2
.

L’espérance des Xk est nulle (E[Xk ] = 0) et leur variance commune σ2 vaut
1
2 (−∆x)2 + 1

2 (∆x)2 = (∆x)2. On peut donc appliquer le théorème limite central
aux variables aléatoires

Yn ≡ (X1 +·· ·+Xn)/(σ
p

n) = (X1 +·· ·+Xn)/(∆x
p

n)

ce qui donne

(6.3) lim
n→∞P(Yn É z) = 1p

2π

zw

−∞
e−w2

2 dw, z ∈R.
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Ce qui nous intéresse est la probabilité que la position de l’individu au temps
t = n∆t n’excède pas x, c.-à-d. , en utilisant la relation (∆x)2/∆t = D postulée
plus haut :

P(X1 +·· ·+Xn É x) =P

Yn É x

∆x
√

t
∆t

=P
(
Yn É xp

2Dt

)
.

De (6.3) on tire donc que

lim
n→∞P(X1 +·· ·+Xn É x) = 1p

2π

xp
2Dtw

−∞
e−w2

2 dw.

Faisons enfin le changement de variable y = (
p

2Dt )w pour aboutir à la loi de
la position limite de la promenade aléatoire :

lim
n→∞P(X1 +·· ·+Xn É x) = 1p

4πDt

xw

−∞
e− y2

4Dt dy.

L’expression (1/(
p

4πDt ) e− y2

4Dt qui apparaît dans le membre de droite est en
fait la solution fondamentale de l’équation (6.2). Si nous prenons cette expres-
sion comme modèle pour la probabilité u(y, t ) de la position de l’individu à
l’instant t , alors u(y,0) = δ(y), c.-à-d. que u(y,0) est la masse de Dirac en 0.
On peut vérifier que u(y, t ) satisfait l’équation ∂u/∂t = D∂2u/∂y2. Si mainte-
nant l’individu démarre sa promenade au point z, on s’attend à ce u(y, t ) =
(1/(

p
4πDt ) e− (y−z)2

4Dt . Enfin, supposons qu’on ne connaisse pas exactement la
position initiale de l’individu à l’instant t = 0 mais qu’on se donne une den-
sité de probabilité u0(x) à cet instant. On peut s’attendre à ce que la densité à
l’instant t soit

u(x, t ) = 1p
4πDt

∞w

−∞
e− (y−x)2

4Dt u0(y) dy.

On peut vérifier que c’est équivalent au problème de résoudre l’équation

∂u

∂t
= D

∂2u

∂x2

étant donné la densité initiale u(x,0) = u0(x). Nous nous sommes restreints à
un mouvement en dimension un car les points clés y apparaissent. Généra-
liser la promenade aléatoire précédente en dimension deux ou trois ne pose
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pas de problème. En considérant une promenade aléatoire symétrique 2 dé-
marrant de l’origine dans Rd (d = 2,3), on trouverait que la probabilité d’être

à une distance inférieure ou égale à r =
√

x2
1 +·· ·+x2

d de l’origine au temps t

est approximativement égale à (1/(
p

4πDt ) e− r 2

4Dt . On arriverait à l’équation de
diffusion suivante :

(6.4)
∂ f

∂t
= D

(
∂2u

∂x2
1

+·· ·+ ∂2u

∂x2
d

)
≡ D ∇2u

où ∇2u est le laplacien de u.
La conclusion de ce que nous avons fait est la suivante : si nous modélisons
le mouvement d’un individu par une promenade aléatoire qui fait des pas de
taille∆x (qui ne sont pas corrélés 3) aux temps n∆t , alors, si nous nous plaçons
à une échelle de temps beaucoup plus grande que ∆t et à une échelle d’es-
pace beaucoup plus grande que∆x, la probabilité de trouver l’individu dans un
rayon donné à l’instant t est bien approchée par la solution d’une équation aux
dérivées partielles déterministe, à savoir (6.4). Cette probabilité est une gaus-
sienne dont la variance est 2Dt , c.-à-d. qu’elle croît linéairement avec le temps
t . Le coefficient de diffusion 2D est la limite quand ∆t et ∆x tendent vers 0 de
(∆x)2/∆t .
Une question naturelle consiste à se demander quelle équation on obtiendrait
s’il y avait une corrélation entre les pas successifs de la promenade aléatoire,
contrairement à ce que nous avons supposé.
Une autre question fondamentale est la prise en compte de la reproduction des
individus. En effet, nous n’avons pour l’instant considéré que le déplacement
pur d’un individu modélisé par une promenade aléatoire. On veut également
prendre en compte le fait qu’il se reproduit.

6.2.2 Prise en compte de la croissance de la population

Nous allons esquisser comment prendre en compte simultanément la repro-
duction d’une population et son déplacement. Pour fixer les idées, nous pre-
nons l’exemple (mentionné en introduction de chapitre) de la propagation du
Rat musqué en Europe. Au début du 20ème siècle, quelques rats musqués se
sont échapés de fermes situées en Allemagne où ils étaient élevés pour leur
fourure.

2. en dimension deux par ex. , cela signifie que l’individu se déplace sur un réseau carré.
Les positions sont de la forme (n1∆x,n2∆x) où n1,n2 ∈Z. À chaque pas de temps, il y a quatre
positions possibles où l’individu peut décider de sauter. On suppose que ces quatre choix sont
équiprobables, c.-à-d. qu’ils ont une probabilité égale à 1

4 .
3. c.-à-d. qu’on peut les représenter par une somme de variables aléatoires indépendantes
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Modélisation Il s’agit a priori d’un problème en dimension deux mais, pour
simplifier l’exposé sans rien changer aux idées clés, supposons que nous sommes
en dimension un. On s’intéresse à la densité u(x, t ) de la population de rats
musqués au temps t qui se trouve en x.

Dynamique de la population Elle se décompose en deux parties : la diffusion
et la croissance de la population.

� Si on ne prend en compte que le déplacement, on postule l’équation de
diffusion vue précédemment :

∂u

∂t
= D

∂2u

∂x2
, u(0, x) = u0(x).

On suppose que les rats musqués se sont propagés à partir d’un point,
qu’on peut prendre à l’origine. Donc on prend u0(x) = N0δ0(x).
� Si on ne prend en compte que la croissance de la population en ignorant

l’espace, on fait l’hypothèse la plus simple possible : il n’y a pas de com-
pétition entre les rats musqués. On prend donc un modèle malthusien :

∂u

∂t
=αu

où α> 0.
� La dynamique complète s’obtient en additionnant le terme de diffusion

et le terme de croissance :

(6.5)
∂u

∂t
= D

∂2u

∂x2
+αu, u(0, x) = u0(x).

Solution du modèle On peut résoudre l’équation précédente :

u(x, t ) = N0

2
p
πDt

e− x2

4Dt +αt .

Le lecteur peut le vérifier en substituant cette fonction dans (6.5). La figure sui-
vante montre des données réelles sur la propagation des rats musqués en di-
mension deux.
Essayons de relier la solution u(x, t ) de notre modèle à ces données. Pour ce
faire, il faut se donner un seuil u en dessous duquel on considère qu’il n’y a
pas de rats musqués. C’est inévitable car pour tout t > 0 on a u(x, t ) > 0, donc
considérer l’ensemble {x : u(x, t ) > 0} ne sert à rien. Ce n’est pas surprenant car
n’oublions pas qu’on a remplacé un nombre entier d’individus par un nombre
réel positif qui, s’il est trop petit, ne signifie plus rien (il n’y a plus d’individus !).

Nous avons la proposition suivante :
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FIGURE 6.2: Propagation des rats musqués en Europe. À gauche : régions où
les rats musqués ont été observés à un temps donné. À droite : racine carrée
de ces régions en fonction du temps. (D’après Skellam, Random dispersal in
theoretical populations, Biometrika vol. 38 (1951).)

+ PROPOSITION 6.1.
Soit A(t ) l’intervalle {x : u(x, t ) Ê u} où u > 0 est fixé. Alors

A(t ) ∼ [−2
p
αD t ,2

p
αD t ] quand t →+∞.

Autrement dit, la longueur de l’intervalle A(t ) est 4
p
αD t quand t À 1.

Démonstration. On s’intéresse à l’ensemble des points x tels que u É u(x, t )
pour t > 0 fixé qui est un intervalle 4. On a

u É u(x, t ) ⇐⇒ u É N0

2
p
πDt

e− x2

4Dt +αt

⇐⇒ 2
p
πDt u

N0
É e− x2

4Dt +αt

⇐⇒ x2 É 4αDt 2
(
1− 1

(αt )
ln

(2u
p
πDt

N0

)
︸ ︷︷ ︸

−−−−→
t→+∞ 0

)

Donc, quand t tend vers +∞, l’intervalle A(t ) ∼ [−2
p
αD t ,2

p
αD t ]. C.Q.F.D.

Une analyse du même genre en dimension deux conduirait au résultat suivant :
la racine carré de l’aire où la densité de rats musqués est plus grande que u au
temps t est d’ordre 2

p
παD t lorsque t tend vers +∞. C’est en accord avec les

données de la figure 6.2.

4. faites un dessin !
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Intermède En fait, il y a une «recette» générale pour passer d’un modèle pu-
rement temporel à un modèle spatio-temporel si on suppose que le mouve-
ment est diffusif. Pour simplifier, prenons un modèle déterministe générique
en dimension un, u̇ = f (u), qui va fournir la dynamique «locale» en un point x
donné. Pour un choix de f donné, on obtient le modèle spatio-temporel

∂u

∂t
= D

∂2u

∂x2
+ f (u).

Nous venons de voir le cas malthusien ( f (u) = αu). Nous pourrions prendre
pour f le modèle logistique :

∂u

∂t
= D

∂2u

∂x2
+ r u

(
1− u

K

)
.

Cette équation est connue sous le nom d’équation de Fisher qui l’a introduite
en 1937 pour modéliser la propagation d’un gène avantageux. Nous la retrouve-
rons plus tard. Mentionnons un dernier exemple, communément appelé équa-
tion de Nagumo :

∂u

∂t
= D

∂2u

∂x2
+ r u

( u

K0
−1

)(
1− u

K

)
où 0 < K0 < K .

Justification probabiliste du modèle (6.5) La recette précédente n’a rien d’évident.
Il y a une manière probabiliste de la comprendre au moins dans le cas de l’équa-
tion (6.5).

6.3 Notes

Le livre [CC03] traite de l’écologie spatiale et des équations de réaction-diffusion.
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L’OBJET de cette partie est l’étude de deux types d’objets mathématiques : les
systèmes différentiels et les chaînes de Markov.

Les cas où l’étude de l’évolution d’un système (mécanique, physique, biolo-
gique, chimique, économique, ...) se ramène à celle des solutions d’un système
différentiel sont assez rares : il faut que l’état du système puisse être représenté
par un petit nombre de variables, que la loi d’évolution soit déterministe et de
formulation assez simple. Ces cas constituent une sorte de paradis. On se re-
trouve dans cette situation qu’après avoir isolé parmi un grand nombre de va-
riables quelques variables pertinentes, négligé l’effet d’autres variables et fait
d’autres approximations grossières. Mais un certain nombre de phénomènes
qualitatifs sont suffisamment robustes pour ne pas être affectés par ces ap-
proximation. Lesquels ? Plus que des théorèmes, une certaine familiarité avec
les systèmes différentiels permettra de le dire.
Dans la première partie, nous avons vu que ces systèmes peuvent être inter-
prétés comme des limites de grandes populations de modèles aléatoires. Nous
y avons également rencontré plusieurs exemples de systèmes différentiels que
nous avons abordés graphiquement et numériquement. Nous nous sommes
rapidement trouvés face à des comportements qui nécessitent manifestement
un cadre mathématique adéquat. C’est l’objet du premier chapitre de cette par-
tie.

Le deuxième chapitre de cette partie est consacré aux chaînes de Markov
à espace et à temps discrets. Ces processus apparaissent dans d’innombrables
applications et servent de tremplin pour étudier des processus markoviens plus
généraux, à commencer par les chaînes de Markov à espace d’état discret et à
temps continu. Un exemple de chaîne de Markov rencontré dans la partie I est
le modèle de métapopulation puits-sources (chapitre 6).
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Chapitre 7

Dynamique déterministe
à temps continu :
Introduction à l’analyse qualitative
des systèmes différentiels
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7.1 Fondements

7.1.1 Systèmes différentiels dans le plan

Supposons qu’une soufflerie établisse sur une portion de plan un système de
courants d’air constant dans le temps et que l’on puisse connaître en chaque
point la direction et la force du vent (c’est-à-dire en fait son vecteur vitesse).
Si une plume est lachée en un point du plan , elle sera entraînée par le vent et
suivra une trajectoire bien déterminée ; à chaque instant, cette trajectoire sera
tangente au vecteur vitesse du vent au point considéré.
Connaissant le système de courants d’air, que peut-on prévoir au sujet de ces
trajectoires ?
En termes mathématiques abstraits, nous nous donnons un champ de vecteurs
sur une portion du plan par deux fonctions d’une partie deR2 dansR (ses com-
posantes) : f et g .

Une trajectoire (ou orbite) sera définie par deux fonctions dérivables :{
t 7→ x(t )

t 7→ y(t )

définies sur un interval I de R, et ces fonctions seront asujéties à satisfaire les
équations : {

ẋ = f (x, y)

ẏ = g (x, y).

Nous avons rencontré déjà plusieurs exemples dans la Partie I. Par exemple,
le champ de vecteurs du modèle proie-prédateur de Lotka-Volterra est donné
par : {

f (x, y) = x(a −by)

g (x, y) = y(−c +d x)

où a,b,c,d sont des paramètres positifs.
Le champ de vecteurs du modèle proie-prédateur de Rosenzweig-McArthur est
quant à lui donné par :  f (x, y) = r x

(
1− x

K

)
− bx y

x+s

g (x, y) = y
(

cx
x+s −d

)
où r,K ,b,c,d , s sont des paramètres positifs.
Dans ces exemples, le champ de vecteurs donne les vitesses instantanées aux-
quelles changent les densités des deux populations x(t ), y(t ).
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À chaque instant t , l’état du système formé par ces deux populations est com-
plètement caractérisé par le point (x(t ), y(t )) dans le plan. Puisque les densités
de populations sont des nombres positifs ou nuls, l’espace d’état qui nous in-
téresse est le quadrant positifR2+.

Le type de problème qui nous intéresse nous conduit à l’étude de systèmes
différentiels de la forme {

ẋ = f (x, y)

ẏ = g (x, y).

De tels systèmes sont dits «autonomes», parce que les fonctions f et g ne dé-
pendent pas de la variable t explicitement (le champ de vecteurs ne dépend
pas du temps).

Dans la suite nous supposerons que les applications f et g sont de classe
C 1 (c’est-à-dire continuement différentiables) sur un ouvert U de R2 : ce qui

signifie que les dérivées partielles
∂ f

∂x
,
∂ f

∂y
,
∂g

∂x
,
∂g

∂y
existent en tout point (x, y)

et sont des fonctions continues de (x, y). Dans les exemple précédents, f et
g sont des fonctions polynomiales ou rationnelles (dont les dénominateurs
ne s’annulent pas dans l’espace d’états considéré). C’est une situation typique
lorsqu’on construit un modèle. Mais nous verrons qu’il est utile de penser en
termes plus abstraits, c’est-à-dire sans supposée connue l’expression du champ
de vecteurs.

Par définition, on appelle solution du système sur l’intervalle I de R, tout
couple d’applications (ϕ,ψ) définies et dérivables sur I , à valeurs dans U, véri-
fiant :

∀t ∈ I

{
ϕ̇(t ) = f (ϕ(t ),ψ(t ))

ψ̇(t ) = g (ϕ(t ),ψ(t )).

On appelle orbite de cette solution le sous-ensemble de U :

{
(ϕ(t ),ψ(t ) : t ∈ I

}·
Les fonctions f et g sont en général non linéaires et il est rare qu’on puisse
résoudre explicitement le système d’équations. Cela signifie qu’on est en géné-
ral incapable de donner une expression explicite des fonctions ϕ et ψ comme
combinaison finie de fonctions élémentaires et de leurs primitives. Mais, même
lorsque les systèmes sont résolubles, une étude qualitative permet souvent de
comprendre le comportement des solutions alors que la compléxité des for-
mules explicites les rendent difficilement utilisables.
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7.1.2 Généralisation

Comme le lecteur s’en doute, les considérations précédentes se généralisent
immédiatement à un nombre quelconque mais fini de dimensions. Un modèle
nécessitant n variables d’états et supposé être descriptible par un système dif-
férentiel sera de la forme

ẋi = fi (x1, . . . , xn), i = 1, . . . ,n

qu’on peut réécrire sous la forme condensée

Ẋ = F (X )

où X ∈Rn est le vecteur de coordonnées (x1, . . . , xn) et F le champ de vecteurs
de coordonnées ( f1, . . . , fn).
Mis à part la difficulté de visualiser ce qui se passe en dimension trois ou plus,
l’interprétation est la même qu’en deux dimensions et les notions de solution
et d’orbite se généralisent sans difficulté.

7.1.3 Existence & unicité des solutions, déterminisme

L’existence et l’unicité des solutions d’un système différentiel ne posera aucun
problème en pratique car nous serons toujours dans le cadre du théorème fon-
damental suivant. Pour l’énoncer, nous avons besoin d’un point de vocabu-
laire : on dit qu’une orbite est «maximale» si elle n’est contenue strictement
dans aucune autre.

+ THÉORÈME 7.1 (Existence & unicité).
On se donne F :U→Rn un champ de vecteurs de classe C 1 d’un ouvert U deRn .
Alors, d’une part, par tout point X0 de U, il passe une orbite maximale et une
seule.
D’autre part, pour tout t0 ∈R, il existe une solution maximale Φ : ]t−, t+[ →Rn ,
avec t0 ∈ ]t−, t+[ telle queΦ(t0) = X0. Elle est maximale dans le sens que siΨ : J →
Rn est une solution telle queΨ(t0) = X0 alors J ⊂ ]t−, t+[ etΦ(t ) =Ψ(t ) pour tout
t ∈ J .

QUELQUES REMARQUES.
� Le théorème a pour conséquence immédiate que deux orbites maximales sont
soit disjointes, soit confondues ; elles ne peuvent pas se couper ! C’est la défini-
tion mathématique du déterminisme : étant donné l’état du système à un ins-
tant donné, son évolution — passée et future — est complètement déterminée.
� Par abus de langage, on parle de la solution de Ẋ = F (X ) étant donné X0(t0)
en sous-entendant donc qu’on considère la solution maximale.
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� Soit Φ une solution définie sur un intervalle I deR. Puisque F ne dépend pas
de la variable t , la fonction translatée

Φa : t 7→Φ(t +a)

est également une solution définie sur le translaté de I , pour tout réel a. Toutes
ces solutions différentes auront la même orbite. Reprenons notre exemple phy-
sique de la soufflerie mentionné au début. Si on introduit deux grains de pous-
sière au même endroit mais à deux instants différents, ils suivront la même or-
bite. On exprime cette propriété des systèmes autonomes en disant que les or-
bites n’y dépendent pas de l’origine des temps.
� Du point précédent il découle qu’on peut toujours considérer que la donnée
initiale X0 est pour t = 0.
� On notera souvent Φ(t ; X ) la solution passant par X au temps t = 0. Cette
notation met en lumière le fait qu’on peut considérer la solution comme une
fonction de la condition initiale, pas seulement comme une fonction du temps.

Le minimum qu’on puisse exiger d’un modèle de populations est que les
densités ne deviennent jamais négatives ! Plus précisément, considérons la classe
des équations différentielles écologiques que nous avons introduite dans la
Partie I : n populations suivent l’évolution donnée par le système

(7.1) ẋi = xi fi (x1, . . . , xn), i = 1, . . . ,n,

où les fonctions fi :Rn →R sont de classe C 1 et xi Ê 0, i = 1, . . . ,n.
Observons d’emblée qu’il y a toujours l’équilibre X ∗ = 0 dont l’interprétation
est triviale : si toutes les densités sont nulles à un instant donné, elles vont le
rester puisqu’il n’y a pas d’immigration.
Supposons un instant que n = 2. Observons que si par exemple x1(t0) = 0 pour
un t0 donné, x1(t ) = 0 pour tout t . Cela implique que le système va être confiné
sur la droite x1 = 0, c’est-à-dire l’axe des x2. En fait, il va évoluer sur l’axe des
x2 positifs en vertu du théorème ci-dessus : en effet, si à un instant t1 l’orbite
d’un point x2 > 0 passait par 0, on aurait une contradiction puisque l’orbite
maximale du point (0,0) est (0,0) lui-même. Donc, toute densité x2(t0) > 0 à un
instant t0 donné le reste pour toujours. Nous pouvons raisonner en inversant
les rôles de x1 et x2. Nous en déduisons que si pour un certain t0 (x1(t0), x2(t0))
est à l’intérieur du quadrant positif (c’est-à-dire x1(t0) > 0, x2(t0) > 0), alors
(x1(t ), x2(t )) va être confiné dans le quadrant positif.
Le lecteur peut sans peine étendre le raisonnement précédent pour n’importe
quelle dimension n. La conclusion est que la forme du système différentiel (7.1)
et le déterminisme impliquent que le modèle est bien défini : des densités de
populations positives ne vont jamais devenir négatives au cours du temps.
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7.1.4 Combien de temps les solutions vivent-elles ?

Nous avons pour l’instant laissé un point dans l’ombre : est-il assuré qu’une
solutionΦ(t ) soit définie pour tout t ∈R ? Autrement dit, a-t-on en fait t− =−∞
et t+ = +∞ dans le Théorème 7.1 ? La réponse est en général négative comme
le montre l’exemple très simple suivant.

Soit ẋ = x2 (x ∈ R). La fonction x 7→ x2 est bien sûr différentiable donc le
théorème d’existence et d’unicité s’applique. En fait on peut calculer explicite-
ment la solution x(t ) qui vaut x0 au temps t = 0, x0 étant un réel quelconque.
On trouve

x(t ) = x0

1−x0t
.

Son intervalle de définition dépend de x0 :]
−∞, 1

x0

[
si x0 > 0

]
1

x0
,+∞

[
si x0 < 0

R si x0 = 0 (auquel cas x ≡ 0).

Nous constatons donc que si x0 > 0, la solution «explose» au bout du temps
texpl = x−1

0 .
C’est un fait général que l’unique raison qui empêche qu’une solution soit dé-
finie pour tout t ∈R est le phénomène d’«explosion en temps fini» :

+ PROPOSITION 7.1.
Plaçons-nous sous les hypothèses du Théorème 7.1. Si t+ <+∞ alors limsupt→t+ ‖Φ(t )‖ =
+∞. Si t− >−∞ alors limsupt→t− ‖Φ(t )‖ =+∞.

1 NOTATION 7.2. Si V est un vecteur dansRn , nous noterons ‖V ‖ sa norme eucli-
dienne :

‖V ‖ ≡
√

n∑
i=1

v2
i .

La proposition précédente montre, par simple contraposition, que si on est
capable de montrer qu’il existe un réel C > 0 tel que, pour tout t ∈R, ‖Φ(t )‖ <C ,
alors Φ(t ) est défini pour tout t ∈R.
Observons que la bornitude des solutions est une contrainte naturelle que l’on
a envie d’imposer à un modèle. Il se trouve qu’une telle propriété implique que
les solutions du modèle sont définies pour tout temps.
Malheureusement, vérifier la bornitude des solutions n’est pas en général une
tâche aisée.
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7.1.5 Orbites future et passée d’un point

Dans le cas où la solution t 7→ Φ(t ; X ) est définie pour tout t Ê 0, on parle de
l’«orbite future» de X pour désigner l’ensemble {Φ(t ; X ) : t Ê 0}. De même, on
parle de l’«orbite passée» de X en remplaçant t Ê 0 par t É 0 quand la solution
est définie pour tout temps t négatif. Lorsque la solution est définie pour tout
t ∈R, l’orbite de X est bien sûr la réunion de son orbite passée et future. Un tel
jargon nous sera utile par la suite.

7.1.6 Solutions stationnaires et équilibres

Un point X ∗ qui annule le champ de vecteurs est appelé équilibre. En vertu
du Théorème 7.1, un tel point est à lui seul une orbite maximale et la solution
correspondante est la solution constante, appelée aussi solution stationnaire :

t 7→Φ(t ) = X ∗

qui est bien sûr définie pour tout t ∈R.
Il est facile de trouver des champs de vecteurs sans équilibre. Prenons par exemple
ẋ = 1+x2, où x ∈R.
Nous avons déjà rencontré de nombreux exemples d’équilibres. Pour le modèle
proie-prédateur de Lotka-Volterra, il y en a deux : X ∗

1 = (0,0) et X ∗
2 = (1,1).

7.1.7 Portrait d’états

Puisque les orbites d’un système différentiel sont disjointes, elles forment une
partition de l’espace d’états. Pour avoir une bonne idée de l’allure des solu-
tions du système, on représente son «portrait d’états». Nous l’avons déjà fait
plusieurs fois dans la partie I. En pratique, on ne représente évidemment pas
toutes les orbites mais «suffisamment» d’entre elles. On y ajoute souvent une
information importante : le sens de parcours des trajectoires au cours du temps,
ce que l’on symbolise par des flèches. En fait on cherche surtout certaines or-
bites remarquables. Parmi les orbites remarquables figures les équilibres (solu-
tions constantes) et les orbites fermées (solutions périodiques) que nous étu-
dierons plus bas.

7.1.8 Exemple

Reprenons le modèle proie-prédateur de Lotka-Volterra (adimensionné) afin
d’illustrer les notions et les résultats qui précèdent, c’est-à-dire le système dif-
férentiel {

ẋ = x(1− y)

ẏ =αy(x −1)
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où α est un paramètre positif.
Il y a trois solutions particulières qu’on obtient immédiatement :

(i) ϕ(t ) =ψ(t ) = 0 ;
(ii) ϕ(t ) = 0, ψ(t ) = y0e−αt pour tout y0 > 0 ;
(iii) ψ(t ) = 0, ϕ(t ) = x0e t pour tout x0 > 0 ;

Aux trois solutions (i), (ii) et (iii) correspondent trois trajectoires : (i) l’origine,
qui est un équilibre trivial du point de vue biologique ; (ii) l’axe des ordonnées
positives ; (iii) l’axe des abscisses positives.
Ces trois trajectoires forment le bord du quadrant positifR2+ = {(x, y) ∈R2 : x Ê
0, y Ê 0}. Seules des densités de populations positives ou nulles ont un sens. Or,
le quadrant positif est invariant (toute solution démarrant dansR2+ y demeure
pour tous les temps, négatifs et positifs). En effet, le bord bd(R2+) est invariant
et comme aucune trajectoire ne peut en croiser une autre, l’intérieur

int(R2
+) = {

(x, y) ∈R2 : x > 0, y > 0
}

est également invariant. Il existe un unique équilibre F = (x∗, y∗) dans int(R2+),
qui se trouve à l’intersection des droites 1− y = 0 et x −1 = 0 (isoclines-zéro) :

F = (1,1).

Le signe de ẋ est déterminé par le fait que y soit plus grand ou plus petit que
y∗, celui de ẏ par le fait que x soit plus grand ou plus petit que x∗. DoncR2+ est
divisé en quatre régions I,II,III, IV (cf. fig. suivante)

FIGURE 7.1: Esquisse du portrait d’état.

Notre but est de démontrer que toutes les solutions du système qui corres-
pondent à des populations initiales (x0, y0) ∈ int(R2+) sont périodiques, excepté
la solution constante (ϕ(t ),ψ(t )) = (x∗, y∗). Cela va résulter des deux proposi-
tions suivantes.

+ PROPOSITION 7.2. Soit H : int(R2+) →R la fonction définie par

H(x, y) =αx −α ln x + y − ln y.
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Alors H est constante le long des trajectoires : H(ϕ(t ),ψ(t )) = Const. pour toute
solution t 7→ (ϕ(t ),ψ(t )), t ∈ ]t−, t+[, où t−, t+ sont les temps donnés par le Théo-
rème 7.1.

Démonstration. L’idée pour trouver la fonction H est d’éliminer le temps des
équations puis d’utiliser la méthode de séparation des variables. On a

dx

dy
=

dx
dt
dy
dt

= x(1− y)

αy(x −1)
,

donc w 1− y

y
dy =α

w x −1

x
dx,

ce qui donne
ln y − y =−α ln x +αx +h

où h est la constante d’intégration déterminée par la donnée initiale (x0, y0).
On a donc identifié la fonction H . (On vérifie bien que H est bien constante le
long des solutions, c.-à-d. que d

dt H(ϕ(t ),ψ(t )) = 0.) C.Q.F.D.

Introduisons les fonctions H1(x) = x − x∗ ln x, H2(y) = y − y∗ ln y de sorte
que H(x, y) =αH1(x)+H2(y). On sait que H est constante le long des solutions.
Puisque

dH1

dx
= 1− x∗

x
,

d2H1

dx2
= x∗

x2
> 0

la fonction H1 atteint son minimum en x = x∗. La fonction H2 atteint son mini-
mum en y = y∗. (Les fonctions H1 et H2 sont strictement convexes.) Les graphes
de H1 et H2 ont la forme de fosses, donc celui de la fonction H a aussi la forme
d’une fosse et l’unique minimum de H est atteint en (x∗, y∗).

On observe également que H(x, y) →+∞ le long de toute demi-droite issue
de (x∗, y∗). 1 Les courbes de niveau{

(x, y) ∈ int(R2
+) : H(x, y) = h

}
, h > H(x∗, y∗)

sont donc des courbes fermées. Les orbites du système sont incluses dans ces
courbes fermées. Reste à vérifier qu’elles sont confondues avec elles pour conclure
que les toutes les solutions sont périodiques. C’est l’objet du théorème suivant.

+ PROPOSITION 7.3. Toute solution de donnée initiale (x0, y0) ∈ int(R2+) est bornée.
En particulier, elle est définie pour tout temps.

1. En Analyse, on dit que H est coercive.
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Démonstration. Elle va découler de la coercivité de H . On commence par ob-
server qu’il existe, d’une part, un nombre A > 0 tel que

∀u > A, lnu < u

2
.

D’autre part, on vérifie aisément qu’il existe une constante ρ > 0 telle que

α(x − ln x) Ê ρ et y − ln y Ê ρ.

Ainsi, si x est en dehors du compact [0, A], alors H(x, y) > αx
2 +ρ et si y est en

dehors du compact [0, A], alors H(x, y) > y
2 +ρ. Donc

0 <ϕ(t ) < max
{

A,
2

α
(H(x0, y0)−ρ)

}
et 0 <ψ(t ) < max

{
A,2(H(x0, y0)−ρ)

}
.

C.Q.F.D.

Le portrait d’états est donc formé d’un continuum d’orbites fermées autour
de l’équilibre (x∗, y∗) (plus les trois orbites qui forment le bord du quadrant po-
sitif).
Si on prend un point (x0, y0) d’une des orbites fermées comme condition ini-
tiale, il est évident que la solution correspondante va être périodique puisque
les solutions sont définies pour tout t . Cela signifie qu’il existe un réel T > 0 (la
période) tel que (ϕ(t +T ),ψ(t +T )) = (ϕ(t ),ψ(t )) pour tout t .
Nous verrons que cette situation n’est pas «générique» dans le sens qu’une
«perturbation», si petite soit-elle, du champ de vecteurs détruit complètement
ce portrait.
La situation générique dans un système différentiel non linéaire est qu’un cycle
est «isolé» et qu’il attire (ou repousse) les solutions correspondant à des condi-
tions initiales qui se trouvent dans son voisinage («cycle limite»).
L’étude des cycles et des cycles limites sera l’objet de la Section 7.5.

- EXERCICE 7.1.1. Trouver une fonction H(x, y) constante le long des orbites du
système {

ẋ =−y3

ẏ = x y2.

Les courbes de niveau H = Const. sont-elles entièrement parcourues par les solu-
tions ? Conclure.

7.2 Stabilité des équilibres : exemples & définitions

Soit X ∗ un équilibre d’un système différentiel Ẋ = F (X ), c’est-à-dire que F (X ∗) =
0. Dans ce cas l’orbite de X ∗ est lui-même et aucune autre orbite ne passe
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par ce point. Mais rien n’empêche a priori que X ∗ soit un point d’adhérence
d’une, plusieurs, voire même une infinité, d’orbites. Ce qui va nous intéresser
est de connaître l’allure des orbites au voisinage d’un équilibre. Commençons
par quelques exemples.

7.2.1 Exemples

Voici quelques exemples d’allures des solutions autour d’un équilibre qu’on
peut imaginer :

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Dans la partie I, nous avons rencontré les types a, b, c et d.

7.2.2 Notions de stabilité pour un équilibre

Pour un point quelconque X , nous noteronsΦ(t ; X ) la solution du système telle
que Φ(0; X ) = X .
On dit que X ∗ est stable si, pour X suffisamment voisin de X0, la solutionΦ(t ; X0)
est définie pour tout t positif et reste au voisinage de X0.
Plus précisément :

X DÉFINITION 7.3 (Stabilité d’un équilibre).
L’équilibre X ∗ est stable si et seulement si pour tout ε> 0, il existe δ= δ(ε) > 0 tel
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que

∀X , ‖X −X ∗‖ < δ ⇒ ∀t > 0, Φ(t ; X ) est défini et ‖Φ(t ; X )−X ∗‖ < ε.

+ REMARQUE 7.4. Pour des raisons historiques, de nombreux livres appellent «sta-
bilité à la Liapounov» la notion que nous venons de définir.

Les cas a, b et f de la figure précédentes donnent des exemples d’allures
possibles des orbites au voisinage d’un équilibre stable. Dans les cas c, d et e
les équilibres sont instables. Seuls les cas b et f correspondent à des solutions
qui tendent vers l’équilibre quand t tend vers +∞. Dans ces cas là, on dit que
l’équilibre est un attracteur.

X DÉFINITION 7.5 (Équilibre attractant). Un équilibre X ∗ est un attracteur si et
seulement si il existe η> 0 tel que

∀X , ‖X −X ∗‖ < η ⇒ ∀t > 0, Φ(t ; X ) est défini et lim
t→+∞‖Φ(t ; X )−X ∗‖ = 0.

Les équilibres attractants sont les attracteurs les plus simples ; nous en ver-
rons d’autres types. Nous laissons au soin du lecteur de définir un équilibre
répulsif. On vient de voir un exemple d’équilibre qui n’est pas un attracteur. Il
se peut qu’un équilibre attractant ne soit pas stable. Les exemples ne sont pas
simples mais en voici deux donnés en exercice.

- EXERCICE 7.2.1. Étudier le système{
ṙ = r (1− r )

θ̇ = sin2(θ/2)

où (r,θ) sont les coordonnées polaires dans le plan. Montrez ou convainquez-
vous avec une expérience numérique que (0,0) est un équilibre instable et que
(1,0) est un équilibre attractant (il attire l’orbite de tout point deR2 sauf celle de
l’origine) mais instable.

- EXERCICE 7.2.2. L’exemple suivant est dû à Vinograd :ẋ = x2(y−x)+y5

r 2(1+r 4)

ẏ = y2(y−2x)
r 2(1+r 4)

où r 2 = x2 + y2. Montrez ou convainquez-vous avec une expérience numérique
que (0,0) est le seul équilibre, qu’il est attractant mais pas stable.

Nous définissons enfin la notion d’équilibre asymptotiquement stable.
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X DÉFINITION 7.6 (Équilibre asymptotiquement stable).
Un équilibre est asymptotiquement stable si et seulement si il est stable et attrac-
tant.

Ces belles définitions ne nous disent pas comment s’y prendre pour dé-
terminer si un équilibre est stable ou asymptotiquement stable. Deux routes
sont possibles : soit en linéarisant le système au voisinage de l’équilibre, soit
en construisant une fonction de Liapounov. C’est l’objet des deux sections sui-
vantes.

7.3 Linéarisation au voisinage d’un équilibre

Nous allons expliquer la linéarisation d’un système différentiel d’abord en di-
mension deux par souci de simplicité et parce que tous les phénomènes de base
s’y trouvent illustrés. Nous esquisserons ensuite ce qui se passe en dimension
plus grande, notamment avec des exemples en dimension trois.

7.3.1 Linéarisation en dimension deux : principe de base

Soit un système différentiel {
ẋ = f (x, y)

ẏ = g (x, y)

où les fonctions f , g sont de classe C 1. Supposons pour simplifier l’exposition
que ces fonctions sont définies surR2 tout entier.
Soit (x∗, y∗) un équilibre du système. L’allure des orbites au voisinage de (x∗, y∗)
dépend de la façon dont les fonctions f et g tendent vers 0 quand (x, y) tend
vers (x∗, y∗).
Une idée naturelle, puisqu’on a affaire à des fonctions de classe C 1 et que l’on
se situe au voisinage d’un point, est de remplacer ces fonctions par leurs dif-
férentielles en ce point. On obtiendra ainsi un système différentiel plus simple
dont on peut espérer que les solutions seront «proches» (en un sens à préciser !)
des solutions du système donné au voisinage de l’équilibre.
Ainsi, au voisinage de (x∗, y∗) on a

f (x, y) = ∂ f

∂x
(x∗, y∗) · (x −x∗)+ ∂ f

∂y
(x∗, y∗) · (y − y∗)+

√
(x −x∗)2 + (y − y∗)2ε(x, y)

g (x, y) = ∂g

∂x
(x∗, y∗) · (x −x∗)+ ∂g

∂y
(x∗, y∗) · (y − y∗)+

√
(x −x∗)2 + (y − y∗)2ε′(x, y)

avec
lim

(x,y)→(x∗,y∗)
ε(x, y) = lim

(x,y)→(x∗,y∗)
ε′(x, y) = 0
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par définition de la différentiabilité de en (x∗, y∗).
Le système linéarisé du système donné en (x∗, y∗) sera donc, en posant u = x −
x∗ et v = y − y∗ : {

u̇ = au +bv

v̇ = cu +d v

avec

a = ∂ f

∂x
(x∗, y∗) b = ∂ f

∂y
(x∗, y∗)

c = ∂g

∂x
(x∗, y∗) d = ∂g

∂y
(x∗, y∗).

La matrice

(
a b
c d

)
s’appelle la matrice jacobienne du champ de vecteurs

(
f (x, y)
g (x, y)

)
au point (x∗, y∗).
Un tel système est dit linéaire à coefficients constants. Il a le bon goût d’être ré-
soluble, comme nous allons le voir dans la prochaine sous-section. Nous pour-
rions nous croire complètement tirés d’affaire mais il reste une question en sus-
pend :

À quelles conditions les solutions du système initial seront-elles
«proches» des solutions du système linéarisé, au voisinage de l’équi-
libre (x∗, y∗) ?

En particulier, lorsqu’on se préoccupera de stabilité des équilibres, on cher-
chera à savoir à quelles conditions un système linéarisé stable correspondra
à un système initial stable, un système linéarisé avec équilibre asymptotique-
ment stable à un système initial avec équilibre asymptotiquement stable, etc.

Nous verrons que si les valeurs propres 2 de la matrice

(
a b
c d

)
ne sont ni

nulles, ni imaginaires pures, la stabilité des équilibres du système se résout de
la même manière que celle de son système linéarisé. Plus précisément :

� si toutes les valeurs propres sont à partie réelle strictement négative,
l’équilibre est asymtotiquement stable ;
� si l’une au moins des valeurs propres est à partie réelle strictement po-

sitive, l’équilibre est instable.
Si on ne s’intéresse pas seulement à la stabilité mais aussi à la forme des or-
bites autour des équilibres, il faudra un théorème plus précis qui nous dira, par
exemple, que si le système linéarisé s’enroule en spirale autour de l’équilibre,
alors le système initial, non seulement admettra cet équilibre comme attrac-
teur, mais il s’enroulera lui-aussi en spirale.

2. Le lecteur non familier avec ces notions peut lire la sous-section suivante avant de revenir
à ce paragraphe
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Avant de formuler le théorème qui satisfait notre ambition, observons que, quitte
à faire un changement de coordonnées, nous pouvons toujours supposer que
l’équilibre est à l’origine.

+ THÉORÈME 7.7.
Soit un système différentiel de classe C 1 défini dans un ouvert U deR2 contenant

l’origine et admettant l’origine comme équilibre. Soit A la matrice

(
a b
c d

)
du sys-

tème linéarisé à l’origine.
Si les valeurs propres de A sont distinctes, non nulles et de partie réelle non nulle,
les orbites du système se comportent au voisinage de l’origine comme celles du
système linéarisé.

La formulation de ce théorème est volontairement imprécise : nous ne pré-
cisons pas ce que signifie «les orbites du système se comportent comme celles
du système linéarisé». Nous allons faire un détour par les systèmes linéaires
avant de reformuler proprement ce résultat fondamental.

Un point laissé en suspend par ce théorème est le suivant : que se passe-t-
il lorsque les valeurs propres du système linéarisé sont imaginaires pures ? ou
lorsqu’il y a une valeur propre nulle ? Nous verrons que dans ce cas les choses
sont plus compliquées.

7.3.2 Systèmes linéaires en dimension deux :
nœuds, foyers, centres, cols

Nous nous intéressons aux systèmes de la forme

Ẋ = AX

où A =
(

a b
c d

)
est une matrice à coefficients réels et X =

(
x1

x2

)
. L’origine est un

équilibre.
On peut en fait classifier tous les types d’orbites en se ramenant aux formes

«canoniques» que peuvent prendre les matrices 2 × 2 : on peut montrer que
par une transformation linéaire appropriée T , Z = T −1X (changement de base)
satisfait l’équation

Ż = A′Z

oú A′ = T −1 AT et Z =
(

z1

z2

)
. Les valeurs propres de la matrice A′ sont celles de la

matrice A et elle possède l’une des trois formes suivantes :
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(a)

A′ =
(
λ1 0
0 λ2

)
.

Cette forme diagonale correspond au cas d’une matrice A possédant
deux valeurs propres réelles distinctes ou une valeur propre réelle double
de multiplicité géométrique égale à deux (ce qui signifie qu’il existe deux
vecteurs propres indépendants associés à la valeur propre).

(b)

A′ =
(
λ 1
0 λ

)
.

Cette forme, dite «forme de Jordan», correspond au cas d’une matrice A
possédant une valeur propre réelle double de multiplicité géométrique
égale à un, c’est-à-dire que l’ensemble des vecteurs propres associés à
cette valeur propre forme une droite.

(c)

A′ =
(
α β

−β α

)
, β 6= 0.

Cette forme correspond au cas d’une matrice A possédant deux valeurs
propres complexes conjuguées α± iβ.

Dans ces nouvelles coordonnées, les trajectoires se calculent facilement et sont
décrites par les équations suivantes :

(a) {
z1(t ) = z1(0)eλ1t

z2(t ) = z2(0)eλ2t .

(b) {
z1(t ) = z1(0)eλt + t z2(0)eλt

z2(t ) = z2(0)eλt .

(c) {
z1(t ) = eαt

(
z1(0)cos(βt )+ z2(0)sin(βt )

)
z2(t ) = eαt

(
z2(0)cos(βt )− z1(0)sin(βt )

)
.

Les tableaux 7.2 à 7.4 illustrent les portraits d’états en fonction de l’une de
ces trois formes et en fonction du signe des valeurs propres.
Dans ces tableaux on définit en particulier les nœuds, les foyers, les centres et
les cols pour les systèmes linéaires.
Ces orbites sont représentées dans le plan (z1, z2) et dans le plan (x1, x2). Dans
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ce deuxième cas, on montre les directions propres correspondant aux vecteurs
propres de la matrice A.

Remarquons que dans le cas où l’une des deux valeurs propres est nulle,
l’équilibre n’est pas isolé. Le vecteur propre correspondant à la valeur propre
nulle définit une droite formée d’équilibres et toutes les trajectoires sont recti-
lignes et convergent vers ou sont issues d’un point de cette droite.

FIGURE 7.2: Cas où A′ est de la forme diagonale.

Détaillons le cas où A possède deux valeurs propres réelles distinctes λ1 et
λ2 avec comme vecteurs propres associés V1 et V2. Soit T la matrice dont les
colonnes sont V1 et V2. Donc T E j = V j pour j = 1,2 où E j sont les vecteurs de
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FIGURE 7.3: Cas où A′ est de la forme de Jordan.

la base canonique deR2. On a aussi T −1V j = E j . En conséquence nous avons(
T −1 AT

)
E j = T −1 AV j = T −1(λ j V j )

=λ j T −1V j

λ j E j .

Donc

T −1 AT =
(
λ1 0
0 λ2

)
.

Prenons l’exemple

A =
(−1 0

1 −2

)
.
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FIGURE 7.4: Cas où A′ a deux valeurs propres complexes conjuguées

La fonction caractéristique est λ2+3λx+2 = 0, ce qui donne les valeurs propres
λ=−1 et λ=−2. Un vecteur propre associé à λ=−1 est obtenu en résolvant

(A+ Id)

(
x
y

)
=

(
0 0
1 −1

)(
x
y

)
=

(
0
0

)

ce qui donne le vecteur propre (1,1). Un vecteur propre associé à λ = −2 est
(0,1). Nous avons donc une paire de solutions qui se trouvent chacune sur une
droite et qui tendent vers l’origine quand t → +∞. Celle qui correspond à la
valeur propre la plus faible (la moins négative) se trouve sur la droite y = x ;
l’autre se trouve sur l’axe des ordonnées. Toutes les autres solutions tendent
vers l’origine tangentiellement à la droite y = x.

Pour passer à la forme canonique, on prend T dont les colonnes sont les
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vecteurs propres :

T =
(
1 0
1 1

)
c.-à-d.

T −1 =
(

1 0
−1 1

)
·

On calcule

A′ = T −1 AT =
(−1 0

0 −2

)
·

La solution générale de Ż = A′Z est de la forme

Z (t ) = c1e−1
(
1
0

)
+ c2e−2t

(
0
1

)
,

donc la solution générale de Ẋ = AX est

T Z (t ) =
(
1 0
1 1

)(
c1e−1

(
1
0

)
+ c2e−2t

(
0
1

))
= c1e−1

(
1
1

)
+ c2e−2t

(
0
1

)
·

L’application linéaire T transforme le portrait de phase du système

Ż =
(−1 0

0 −2

)
Z

en celui du système Ẋ = AX , comme illustré sur la figure 7.5.

FIGURE 7.5: Changement de variables T dans le cas d’un noeud attractif.

Nous pouvons en fait résumer l’essentiel des portraits de phase possibles
sous une forme géométrique. En effet, les valeurs propres λ1 et λ2 d’une ma-
trice

A =
(

a b
c d

)
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sont les racines de l’équation caractéristique

λ2 − (a +d)λ+ (ad −bc) = 0

c.-à-d.
λ2 − tr(A)λ+det(A) = 0

où tr(A) est la trace de la matrice A et det(A) son déterminant. Les solutions
sont données par

λ1,2 = 1

2

(
tr(A)±

p
∆

)
où ∆≡ tr(A)2−4det(A). Observons que λ1+λ2 = tr(A) et λ1λ2 = det(A). La géo-
métrie des orbites de Ẋ = AX est donc complètement déterminée par le dia-
gramme trace-déterminant suivant :

FIGURE 7.6: Classification des orbites dans le plan trace-déterminant.

- EXERCICE 7.3.1. Étudier les orbites des systèmes suivants :{
ẋ1 = x1 +2x2

ẋ2 =−x1 −x2

{
ẋ1 = x1 +x2

ẋ2 =−2x1 +x2

{
ẋ1 = 2x1 +x2

ẋ2 = 2x2

L’exercice suivant préfigure la notion de bifurcation dans un cas particulier.
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- EXERCICE 7.3.2 (Passage continu d’un nœud à un foyer). Soit{
ẋ1 = 2x1 +px2

ẋ2 = x1 +
(
2+ p

2

)
x2

où p est paramètre réel. Étudier les orbites du systèmes pour p = 0.5,0.1,0,−0.5,−2.

7.3.3 L Retour aux systèmes non linéaires

(Le lecteur peut dans un premier temps se passer de cette sous-section et se
contenter du Théorème 7.7 et de la figure 7.6.)
Let but de cette sous-section est double :

� définir précisément les notions de col, nœud et foyer afin d’énoncer le
Théorème 7.7 sous une forme plus précise ;
� Montrer un exemple où l’équilibre du système linéarisé est un centre

alors que ce n’est pas le cas pour le système initial.
Nous commençons par définir précisément les notions de col, nœud et foyer

dans le cas d’un système de dimension deux quelconque, par analogie avec le
cas linéaire. Dans ce qui suit, on se donne un système différentiel

(S)

{
ẋ = f (x, y)

ẏ = g (x, y)

où les fonctions f , g sont de classe C 1 et sont définies sur un ouvert U de R2.
On suppose que (x∗, y∗) est un équilibre.

Col : On dira que (x∗, y∗) est un col pour le système S s’il existe un disque D

centré en (x∗, y∗) et deux directions D1 et D2 tels que la restriction des orbites
du système à D vérifie les conditions suivantes :

� D ne contient qu’un seul équilibre de S : (x∗, y∗).
� Il existe exactement deux orbites O1 et O2 de S arrivant en (x∗, y∗) tan-

gentiellement à D1, de part et d’autre de (x∗, y∗).
� Il existe exactement deux orbites O3 et O4 de S arrivant en (x∗, y∗) tan-

gentiellement à D2, de part et d’autre de (x∗, y∗).
� Toutes les autres orbites passant par une point de D distinct de (x∗, y∗)

viennent d’un point de la frontière de D et ressortent de D.

Nœud : On dira que (x∗, y∗) est un nœud attractif (resp. répulsif) s’il existe un
disque D centré en (x∗, y∗) et deux directions D1 et D2 satisfaisant les condi-
tions suivantes :

� (x∗, y∗) est le seul équilibre contenu dans D.
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� Toutes les orbites passant par un point de D distinct de (x∗, y∗) abou-
tissent à (x∗, y∗) lorsque t tend vers+∞ (resp. partent de (x∗, y∗) lorsque
t tend vers −∞).
� Il y a exactement deux orbites qui aboutissent à (resp. partent de) (x∗, y∗)

avec une tangente de direction D1, de part et d’autre de (x∗, y∗).
� Toutes les autres orbites arrivent (resp. partent de) (x∗, y∗) tangentielle-

ment à D2.

Foyer : On dira que (x∗, y∗) est un foyer attractif (resp. répulsif) s’il existe un
disque D centré en (x∗, y∗) tel que

� (x∗, y∗) est le seul équilibre contenu dans D.
� Toutes les orbites passant par un point M deDdifférent de (x∗, y∗) abou-

tissent à (x∗, y∗) (resp. partent de (x∗, y∗)) en coupant une infinité de
fois toute demi-droite issue de (x∗, y∗). Il en résulte que ces orbites s’en-
roulent en spirale autour de (x∗, y∗).

Théorèmes Quitte à faire une translation d’axes, nous pouvons supposer que
x∗ = y∗ = 0 : l’origine est donc l’équilibre de S que nous voulons étudier.
Au voisinage de l’origine on a :

(L)

{
f (x, y) = ax +by +ε(x, y)r (x, y)

f (x, y) = cx +d y +ε(x, y)r (x, y)

avec r (x, y) =√
x2 + y2, limr→0ε(x, y) = limr→0ε

′(x, y) = 0.

+ THÉORÈME 7.8 (Un col est un col).
Soit S un système différentiel de classe C 1 admettant l’origine comme équilibre.
Si l’origine est un col pour L, c’est aussi un col pour S et les quatre solutions
admettant l’origine comme point adhérent arrivent à l’origine ou en partent sui-
vant des orbites tangentielles aux directions propres de L.

+ THÉORÈME 7.9 (Un nœud est un nœud).
Soit S un système différentiel de classe C 1 admettant l’origine comme équilibre.
Si l’origine est un nœud attractif non dégénéré pour L, c’est aussi un nœud at-
tractif pour S. Les solutions de S arrivent à l’origine en suivant des orbites tan-
gentielles aux directions propres de L (deux seulement y arrivent tangentielle-
ment à la direction propre correspondant à la plus petite valeur propre).

+ REMARQUE 7.10. On en déduit un théorème analogue pour les nœuds répulsifs
en inversant le sens du champ de vecteurs.
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+ THÉORÈME 7.11 (Un foyer est un foyer).
Soit S un système différentiel de classe C 1 admettant l’origine comme équilibre.
Si l’origine est un foyer pour L, c’est aussi un foyer pour S.

+ REMARQUES 7.12. Si l’origine n’est ni un col, ni un foyer, ni un nœud non dé-
généré pour le système linéarisé, on ne peut pas conclure directement, pour un
système de classe C 1, que les orbites du système donné au voisinage de l’origine
ressemblent à celles du système linéarié.
L’origine peut être par exemple un centre pour le système linéarisé (la matrice de
L admet deux valeurs propres imaginaires pures). Nous allons voir un exemple
où le système linéarisé a des orbites fermées tandis que le système de départ n’en
a aucune.
Dans le cas où la matrice du système linéarisé a l’une au moins de ses valeurs
propres nulle, les orbites du système initial diffèrent totalement de celles du sys-
tème linéarisé.
Si l’origine est un nœud dégénéré pour le système linéarisé, les orbites du système
de départ peuvent être différentes. C’est le cas où la matrice associée à L a deux
valeurs propres égales.

Deux exemples instructifs Soit{
ẋ =−y +εx

(
x2 + y2)

ẏ = x +εy
(
x2 + y2)

où ε est un paramètre réel. Le système linéarisé est évidemment{
ẋ =−y

ẏ = x.

L’origine est un centre et toutes les solutions non-nulles parcourent des cercles
centrés à l’origine dans le sens contraire des aiguilles d’une montre, à vitesse
angulaire constante. (Vérifiez-le !) Mais le système de départ est très différent.
En passant en coordonnées polaires il se réécrit{

ṙ = εr 3

θ̇ = 1.

En effet, lorsque ε> 0, toutes les solutions non-nulles fuient vers l’infini en spi-
ralant autour de l’origine, tandis que lorsque ε < 0 elles spiralent toutes vers
l’origine. Nous voyons donc que si petit que soit le terme non-linéaire, le por-
trait d’états du système linéaire est bouleversé et n’a plus rien à voir avec le
portrait d’états du système de départ.
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Notre deuxième exemple est le suivant :{
ẋ = x2

ẏ =−y.

Le seul équilibre est l’origine. Le portrait d’états est radicalement différent de
celui du système linéarisé {

ẋ = 0

ẏ =−y

pour lequel tous les points de l’axe des abscisses sont des équilibres, tandis que
toutes les autres solutions parcourent les droites verticales x = Const. et tendent
vers l’axe des abscisses.

FIGURE 7.7: Portrait d’états pour ẋ = x2, ẏ =−y .

7.3.4 Linéarisation en dimension quelconque

Notre but est seulement d’esquisser ce qui se passe en dimension plus grande
que deux.

Systèmes linéraires Soit

(7.2) Ẋ = AX .

où A est une matrice n × n à coefficients réels et X ∈ Rn est le vecteur (co-
lonne) de coordonnées x1, . . . , xn . Formellement les solutions de ce système
s’obtiennent immédiatement par analogie avec l’équation unidimensionnelle
ẋ = ax où a est un réel :

Φ(t ; X0) = e t A X .

Le point est de donner un sens à e t A : c’est la matrice définie par

e t A = Id+ A
t

1!
+ A2 t 2

2!
+·· · =

+∞∑
k=0

t k Ak

k !
.
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On peut aussi la définir ainsi :

e t A = lim
n→+∞

(
Id+ A

n

)n

.

- EXERCICE 7.3.3. Justifier le fait que e t A est bien défini.

Observons que les solutions sont définies pour tout t ∈R.
Les valeurs propres de A peuvent être réelles ou complexes. Lorsqu’elles

sont complexes, elles apparaissent par paires conjuguées. Les composantesφi (t )
de la solution de (7.2) sont des combinaisons linéaires (à coefficients constants)
de fonctions de l’un des types suivants :

� eλt si λ est une valeur propre réelle de A ;
� eat cos(bt ) et eat sin(bt ), c.-à-d. la partie réelle et imaginaire de eµt , si
µ= a + i b est une valeur propre complexe de A ;
� t j eλt , ou t j eλt cos(bt ) et t j eλt sin(bt ), avec 0 É j < m, si la valeur propre
λ ou µ a pour multiplicité m.

Notons qu’une valeur propre complexe µ introduit une partie oscillatoire dans
les solutions. Ces solutions seront «amorties» si et seulement si a < 0.

Pour justifier les assertions précédentes, il nous faudrait faire une excursion
dans l’Algèbre linéaire. Le lecteur est prié de consulter le livre [HSD04] où il
trouvera tous les détails.

Puits, sources, cols Il est évident que l’origine est un équilibre pour (7.2). 3 Il
y a a priori tout un zoo de comportements des orbites autour de l’origine, ce
zoo étant d’autant plus grand que la dimension n est grande. Néanmoins trois
situations du cas n = 2 se généralisent naturellement. L’origine est

� un puits, si les valeurs propres ont toutes une partie réelle négative, c.-
à-d. les λ et les a sont négatifs. Dans ce cas, eλt → 0 et eat → 0 quand
t →+∞. Donc l’origine est un attracteur.
� une source, si les valeurs propres ont toutes une partie réelle positive.

Dans ce cas l’origine est un répulseur.
� un col, si certaines valeurs propres se situent à gauche et d’autres à droite

de l’axe imaginaire dans le plan complexeC, mais qu’aucune ne se situe
sur l’axe imaginaire. Les orbites dont les solutions aboutissent à l’ori-
gine, quand t tend vers +∞ (resp. quand t tend vers −∞), forment un
sous-espace vectoriel appelé le sous-espace stable (resp. sous-espace in-
stable). La somme directe de ces deux sous-espaces estRn .

En dimension deux (n = 2), nous avons raffiné la description des puits et des
sources en distinguant les noeuds et les foyers, attractifs et répulsifs.

3. C’est le seul équilibre si et seulement si le déterminant de A n’est pas nul.
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Stabilité de l’origine Dans le cas des systèmes linéaires, la question de la sta-
bilité asymptotique de l’origine est plus simple que dans le cas général. En ef-
fet, pour savoir si l’origine est stable, il est nécessaire et suffisant de vérifier si
limt→+∞Φ(t ; X0) = 0. On a le critère suivant :

+ THÉORÈME 7.13.
L’origine est asymptotiquement stable si et seulement si toutes les valeurs propres
de A ont une partie réelle strictement négative.

L’idée de la démonstration est très simple : les coefficients de e t A sont des com-
binaisons linéaires de termes de la forme tνeλ j t où λ j ∈C est une valeur propre
de A et ν est un entier positif ou nul. Il est alors clair que pour que tous ces
termes tendent vers 0, lorsque t tend vers +∞, il est nécessaire et suffisant que
Re(λ j ) < 0 pour tout j .

Quelques portraits d’états en dimension trois. Voici quelques exemples de
comportements de systèmes linéaires

Ẋ = AX

avec X =
x

y
z

.

Si

A =
2 0 0

0 1 0
0 0 −1


on a le portrait suivant :

L’origine est un col dont le sous-espace instable est le plan (x, y) et le sous-
espace stable l’axe des z.
Un puits a l’allure suivante :

L’exemple suivant est un «col-spirale». Il est donné par le système

Ẋ =
−0.1 1 0
−1 −0.1 0
0 0 1

 X
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FIGURE 7.8: Un système avec un «col-spirale»

Systèmes non linéaires Soit Ẋ = F (X ) avec F de classe C 1 et X ∈Rn . On note
f j les composantes de F . Supposons que l’origine est un équilibre. ( 4 ) Comme
en dimension deux, l’idée de base est d’espérer que localement autour de l’ori-
gine 0, le système linéarisé va qualitativement donner l’allure des orbites du
système initial. Le système linéarisé est Ẋ = AX avec

A =


∂ f1
∂x1

(0) · · · ∂ f1
∂xn

(0)

...
...

∂ fn
∂x1

(0) · · · ∂ fn
∂xn

(0)

 ·
Le théorème 7.7 se généralise en dimension n quelconque. Il dit en substance
que si l’origine est soit une source, soit un col, soit un puits, c.-à-d. si aucune
valeur propre de A n’a de partie réelle nulle, 5 alors les orbites du système se
comportent au voisinage de l’origine comme celles du système linéarisé. La for-
mulation mathématique précise est appelé le théorème de Grobman-Hartman
(cf. sous-section 7.8.4).
Les valeurs propres qui se trouvent sur l’axe imaginaire correspondent à des
solutions «dégénérées» : une valeur propre égale à 0 correspond à sous-espace
d’équilibres, tandis qu’une paire de valeurs propres imaginaires pures ±i b cor-
respond à un sous-espace de trajectoires périodiques de période 2π/b.

4. S’il y a un équilibre X ∗, on peut toujours le ramener à l’origine par un changement de
coordonnées.

5. Un tel équilibre est appelé hyperbolique dans le jargon des équations différentielles.
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Puits non linéaire et critère de Routh-Hurwitz Terminons cette section par le
résultat qui étend le Théorème 7.13 aux systèmes différentiels généraux, c’est-
à-dire non linéaires. Sa démonstration repose sur les fonctions de Liapounov
que nous allons introduire dans la section suivante.

+ THÉORÈME 7.14 (Stabilité asymptotique d’un puits non linéaire).
Soit

Ẋ = F (X ) (X ∈Rn)

avec F un champ de vecteurs de classe C 3. Supposons que X ∗ est un puits pour
le système linéarisé, c’est-à-dire que toutes les valeurs propres λi de la matrice
jacobienne évaluée en X ∗ ont une partie réelle strictement négative. Alors il existe
un voisinage V de X ∗ tel que pour tout X ∈V et tout t Ê 0

‖Φ(t ; X )−X ∗‖ É e−at‖X −X ∗‖

où 0 < a < min{|Re(λi )|}. En particulier, X ∗ est asymptotiquement stable.

+ REMARQUE 7.15. Le théorème précédent donne une condition suffisante mais
nullement nécessaire pour la stabilité. L’exemple élémentaire ẋ = −x3 (x ∈ R)
l’illustre.

Dès la dimension n = 3, il n’est en général pas simple de calculer les valeurs
propres. Or seuls les signes des parties réelles des valeurs propres nous inté-
ressent pour étudier la stabilité d’un équilibre. Il y a heureusement un critère
permettant de vérifier facilement si les valeurs propres ont une partie réelle
strictement négative, sans avoir à les calculer : c’est le critère de Routh-Hurwith.

Soit

P (λ) ≡λn +α1λ
n−1 +α2λ

n−2 +·· ·+an−1λ+αn = 0

un polynôme de degré n avec des coefficients ai réels. Définissons les n ma-
trices suivantes, dites de Hurwitz :

H1 = (α1),

H2 =
(
α1 1
α3 α2

)
,

H3 =
α1 1 0
α3 α2 α1

α5 α4 α3

 , . . . ,
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Hk =


α1 1 0 0 . . . 0
α3 α2 α1 1 . . . 0
α5 α4 α4 α2 . . . 0
...

...
...

...
...

...
α2k−1 α2k−2 α2k−3 α2k−4 . . . αk

 , . . . ,

Hn =


α1 1 0 0 . . . 0
α3 α2 α1 1 . . . 0
...

...
...

...
...

...
0 0 . . . . . . 0 αn

 ,

où le coefficient (`,m) de la matrice Hk est donné par

α2`−m si 0 < 2`−m < n,
1 si 2`= m,
0 si 2`< m ou 2`> n +m.

+ THÉORÈME 7.16 (Critère de Routh-Hurwitz).
Toutes les racines du polynôme P (λ) ont des valeurs propres de partie réelle né-
gative si et seulement si det(H j ) > 0 pour j = 1,2, . . . ,n.

On peut trouver la démonstration de ce théorème dans le livre de Horn & John-
son [HJ13].
Pour l’appliquer à un système différentiel Ẋ = F (X ) dont l’origine est un équi-
libre, on le linéarise pour obtenir le système Ẋ = AX . On suppose que det(A) 6=
0 (l’origine est le seul équilibre du système linéaire). Les valeurs propres sont
les racines du polynôme P (λ) = det(A−λId).
Dans le cas n = 2, nous avons vu plus haut que P (λ) =λ2−tr(A)λ+det(A), donc
α1 =−tr(A) etα2 = det(A). Les conditions du théorème donnent det(H1) =α1 >
0 et det(H1) =

(
α1 1
0 α2

)
= α1α2. On retrouve donc ce qu’on avait obtenu plus

haut (cf. figure 7.6), puisque α1 > 0 ⇔ tr(A) < 0 et α2 > 0 ⇔ det(A) > 0.

- EXERCICE 7.3.4. Vérifier que pour n = 3, on trouve les conditions α1 > 0, α3 > 0
et α1α2 >α3.
Pour n = 4, vérifier qu’on a les conditions α1 > 0, α3 > 0, α4 > 0 et α1α2α3 >
α2

3 +α2
1α4.

7.4 Fonctions de Liapounov

Les fonctions de Liapounov sont un outil très puissant pour étudier la stabilité
et la stabilité asymptotique d’un équilibre d’un système Ẋ = F (X ) sans avoir à
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connaître ses solutions. Comme il est très rare de les connaître en pratique, c’est
un point crucial. Le prix à payer est qu’il n’y a pas de recette générale pour fabri-
quer ces fonctions. L’expérience et l’ingéniosité accumulées par les praticiens
des systèmes différentiels nous permettront d’en obtenir dans de nombreuses
situations.
Les fonctions de Liapounov permettent d’étudier la stabilité d’équilibres dans
des situations où l’analyse linéaire ne fonctionne pas. Même si le système linéa-
risé nous donne des informations, elles ne sont que locales, c’est-à-dire qu’on
apprend le comportement qualitatif des orbites dans un voisinage d’un équi-
libre. Ce voisinage est la plupart du temps implicite. Les fonctions de Liapounov
permettent dans certains cas d’estimer le bassin d’attraction d’un équilibre X ∗

asymptotiquement stable, c’est-à-dire l’ensemble des points X tels queΦ(t ; X )
tend vers X ∗ lorsque t tend vers +∞.

Hypothèse Dans cette section, on se donne un système

(7.3) Ẋ = F (X )

où F : Rn → Rn est un champ de vecteurs de classe C 1. ( 6) Nous supposons
qu’il existe un équilibre X ∗ (c.-à-d. F (X ∗) = 0).

X DÉFINITION 7.17 (Fonction de Liapounov).
Une fonction de Liapounov pour le système (7.3) est une fonction scalaire L :V→
R d’un ouvert V de Rn qui est de classe C 1 et qui est décroissante le long des
solutions dont les orbites sont contenues dans V.

Introduisons la notation suivante :

L̇(X ) ≡ 〈∇L(X ),F (X )〉

où 〈·, ·〉 est le produit scalaire dansRn . Observons que L̇ peut être calculé direc-
tement à partir de F , sans intégrer les équations.
SiΦ(t ; X ) est la solution de (7.3) passant par X au temps t = 0, alors par la règle
de dérivation des fonctions composées :

dL(Φ(t ; X ))

dt
=

n∑
i=1

∂L

∂xi
(Φ(t ; X ))

d

dt
φi (t ; X )

= 〈∇L(X ),F (X )〉
= L̇(Φ(t ; X )).

6. Afin de ne pas alourdir le texte, on suppose que F est défini dans toutRn . Si F n’est défini
que sur un ouvert U deRn , les notions et résultats de cette section s’étendent sans difficulté.



7.4. FONCTIONS DE LIAPOUNOV 143

Donc L̇ est la fonction dérivée de L le long des solutions du système. En parti-

culier, dL(Φ(t ;X ))
dt

∣∣∣
t=0

= L̇(X ). Donc une fonction de Liapounov a la propriété que

L̇(X ) É 0 pour tout X ∈V.
Le théorème donne une condition suffisante pour qu’un équilibre soit stable et
une condition suffisante pour qu’il soit asymptotiquement stable.

+ THÉORÈME 7.18.
Supposons que (7.3) admette une fonction de Liapounov L : V→R avec X ∗ ∈ V

(c’est-à-dire que L̇(X ) É 0 ∀X ∈V).
� Si L(X ) > L(X ∗) pour tout X ∈V\{X ∗}, alors X ∗ est stable.
� Si, de plus, L̇ s’annule seulement en X ∗, alors X ∗ est asymptotiquement stable.

En l’honneur de A. Liapounov, qui a introduit ces idées, la coutume est d’appe-
ler ce théorème le «théorème de stabilité de Liapounov».

Une question naturelle se pose : peut-on donner une condition suffisante
sur la fonction de Liapounov pour que X ∗ soit globalement asymptotiquement
stable ? Autrement dit, nous voulons montrer que dans certains cas la solution
de toute condition initiale tend vers X ∗ quand t tend vers +∞.

+ PROPOSITION 7.4 (Stabilité asymptotique globale).
Plaçons-nous sous les hypothèses du théorème précédent qui assurent que X ∗

est asymptotiquement stable. Supposons qu’on peut prendre V =Rn . Si en plus
L(X ) → +∞ lorsque ‖X ‖ → ∞, alors X ∗ est globalement, asymptotiquement
stable. En particulier, pour tout X ∈Rn , ‖Φ(t ; X )−X ∗‖→ 0 quand t →+∞.

En pratique, L est convexe, ce qui implique la propriété de l’énoncé de la
proposition.

Exemples Illustrons ce théorème avec quelques exemples. Soit{
ẋ = y

ẏ =−x +εx2 y

où (x, y) ∈R2 et ε ∈R est un paramètre. L’origine est le seul équilibre.
Si ε = 0 le système est linéaire et il est facile de vérifier que toutes les orbites
(à part (0,0)) sont des cercles concentriques centrées en (0,0). Autrement dit,
pour chaque (x0, y0) 6= (0,0), la solution correspondante (ϕ(t ),ψ(t )) parcourt
un cercle d’équation x2 + y2 = x2

0 + y2
0 . L’origine est évidemment stable.

Lorsque ε 6= 0, la linéarisation nous dit que l’origine est un foyer attractif quand
ε< 0 ou un foyer répulsif quand ε> 0. Voyons si la fonction L(x, y) = x2 + y2 est
une fonction de Liapounov :

L̇(x, y) = 2(x y +εx2 y2 −x y) = 2εx2 y2.
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Il est évident que L satisfait les hypothèses du Théorème 7.18 si ε< 0 et comme
L(x, y) → +∞ quand x2 + y2 → ∞, l’origine est globalement, asymptotique-
ment, stable.

Reprenons le modèle proie-prédateur de Lotka-Volterra adimensionné{
ẋ = x(1− y)

ẏ =αy(x −1)

oùα est un paramètre positif. Seul le quadrant positif (qui est invariant, rappelons-
le) nous intéresse. Nous avons montré plus haut que la fonction H : int(R2+) →
R telle que H(x, y) = α(x − ln x)+ y − ln y) est constante le long des solutions,
c’est-à-dire Ḣ(x, y) = 0.
On s’intéresse à l’équilibre (x∗, y∗) = (1,1) qui est l’unique équilibre à l’intérieur
du quadrant positif. On a H(x, y) > 1+α pour tout (x, y) ∈ int(R2+)\{(1,1)}. Le
théorème s’applique avec L = H . Bien sûr, nous n’avons pas besoin de ce théo-
rème pour conclure que (1,1) est stable car on a montré que toutes les orbites à
l’intérieur du quadrant positif (à part (1,1)) sont des courbes fermées entourant
(1,1).

Nous allons constater que la fonction H légèrement modifiée est une fonc-
tion de Liapounov pour le modèle proie-prédateur de Lotka-Volterra avec com-
pétition entre les proies et entre prédateurs :

(7.4)

{
ẋ = x(1−x)−x y

ẏ = y(−γ+βx −αy).

Nous supposons que les droites d’équation 1− x − y = 0 et −γ+βx −αy = 0
s’intersectent en un point unique (x∗, y∗) à l’intérieur du quadrant positif ; c’est
le seul équilibre à part l’équilibre (0,0). Soit

L(x, y) =β(x −x∗ ln x)+ y − y∗ ln y
(
(x, y) ∈ int(R2

+)
)
.

La fonction L a toutes les propriétés requises pour conclure par le Théorème
7.18 que X ∗ = (x∗, y∗) est asymptotiquement stable. De plus, on peut appliquer
la Proposition 7.4 car L est une fonction convexe. Donc, pour tout X ∈ int(R2+),
la solution (ϕ(t ; X ),ψ(t ; X )) tend ver X ∗ quand t tend vers +∞.

- EXERCICE 7.4.1. Montrer que les solutions de (7.4) sont bornées donc définies
pour tout t ∈R.

Le modèle (7.4) est souvent défini sans compétition entre prédateurs, c’est-
à-dire avec α = 0. En effet, la présence du terme −αy2 ne change qualitative-
ment rien à la dynamique des prédateurs en l’absence des proies : il ne fait
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qu’accentuer leur déclin. Prendre α = 0 pose par contre un problème pour
obtenir la stabilité asymptotique de X ∗. En effet, on constate que L̇(x, y) =
−β(x − x∗)2 donc L̇ s’annule sur l’ensemble

{
(x, y) ∈ R2 : x = x∗, y > 0

}
. Il est

difficile de croire que X ∗ ne vas pas être asymptotiquement stable et d’ailleurs
une expérience numérique le confirme. En fait le Théorème 7.18 n’est pas assez
général pour traiter cette situation pourtant simple ! Le lecteur curieux pourra
découvrir un théorème beaucoup plus général dans la sous-section 7.8.2 qui
permet de conclure. Le prix à payer est un cadre plus abstrait.

7.5 Solutions périodiques, cycles et cycles limites

Nous allons étudier un autre type d’orbites remarquables, les «cycles», qui sont
les orbites associées à des solutions périodiques. Nous en avons vu un exemple
plus haut avec le modèle proie-prédateur de Lotka-Volterra mais c’est un exemple
spécial à plusieurs égards.
Nous avons étudié précédemment des systèmes où un équilibre peut attirer
des solutions. Ce qui va nous intéresser ici est la situation où c’est un cycle qui
«attire» les solutions correspondant à des conditions initiales situées dans son
voisinage : il s’agit d’un «cycle limite» stable.

7.5.1 Solutions périodiques et orbites fermées (cycles)

On se donne un champs de vecteurs F :U→Rn d’un ouvert deRn de classe
C 1. Supposons que t 7→ Φ(t ) n’est pas une solution stationnaire et qu’il existe
deux instants t1 < t2 tels que

Φ(t1) =Φ(t2).

Posons T ≡ t2 − t1 > 0. Il suit du Théorème 7.1 que Φ(t +T ) = Φ(t ) pour tout
t ∈R. On dit que la solution est périodique de période T . L’orbite associée est
nécessairement une courbe fermée ou cycle.

- EXERCICE 7.5.1. Démontrer que l’orbite d’une solution périodique est une courbe
fermée.

- EXERCICE 7.5.2 (Les solutions périodiques n’existent pas en dimension un).
Soit

ẋ = f (x), x ∈R.

Montrer qu’il ne peut y avoir de solution périodique.
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Il est facile de construire un exemple en dimension deux avec des solutions
périodiques : {

ẋ =−y

ẏ = x.

Voici le portrait d’états de ce système :

- EXERCICE 7.5.3. Soit Ẋ = AX un système différentiel linéaire dans Rn (A est
une matrice réelle n ×n). Supposons que le système possède une solution pério-
dique (donc une orbite fermée). Montrer que le système admet un continuum de
solutions périodiques (c’est-à-dire une famille à un paramètre de solutions pé-
riodiques).

7.5.2 Cycles limites

Pour des systèmes non linéaires, un cycle est typiquement isolé et contrôle
le comportement des solutions associées à des conditions initiales proches, de
la même façon qu’un équilibre contrôle le comportement des solutions asso-
ciées à des conditions initiales proches. On a donc une situation très différente
de celle des systèmes linéaires.

Dans le plan, l’exemple le plus simple de cycle limite est donné par le sys-
tème le suivant : {

ẋ =−y +αx(1−x2 − y2)

ẏ = x +αy(1−x2 − y2)

où α est un paramètre réel. Voici une esquisse de son portrait d’états pour α>
0 :
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Cet exemple a en fait été conçu en coordonnées polaires (x = r cosθ, y =
r sinθ) dans lesquelles il a un expression très simple :

(7.5)

{
ṙ =αr (1− r 2)

θ̇ = 1.

Les variables r et θ son découplées. On a une équation pour r qui ressemble à
l’équation logistique : si on part avec 0 < r0 < 1, r (t ) va croître pour tendre vers
1 quand t tend vers +∞ ; si on part avec r0 > 1, r (t ) va décroître pour tendre
vers 1 quand t tend vers +∞.

Dans le plan (x, y), toutes les solutions (exceptée l’origine) approchent donc
le cercle d’équation x2 + y2 = 1 en tournant à vitesse constante, dans le sens
contraitre des aiguilles d’une montre puisque θ(t ) = θ0 + t (mod 2π). Le cercle
de rayon 1 centré en (0,0) est bien ce qu’on a envie d’appeler un cycle limite
stable. Nous laisson le lecteur vérifier ce qui se passe quand α< 0 (le cercle en
question devient un cycle limite instable).

- EXERCICE 7.5.4. Vérifier que le passage en coordonnées polaires donne bien le
système (7.5).

Voici la définition générale d’un cycle limite (pour un système de dimension
quelconque). Elle dit en substance qu’un cycle est une cycle limite s’il existe au
moins une condition initiale en dehors du cycle telle que la solution associée
est attirée vers lui quand t tend vers +∞ ou −∞.

X DÉFINITION 7.19.
Un cycle limite Γ est un cycle (l’orbite d’une solution périodique) ayant la pro-
priété qu’il existe au moins un point X ∉ Γ, un point Y ∈ Γ et une suite de temps
(tn), tendant soit +∞soit vers −∞, tels que ‖Φ(tn ; X )−Y ‖→ 0.

Cette définition est assez compliquée. Expliquons pourquoi.
Le premier point est que cela n’a pas de sens de dire que Φ(t ; X ) va tendre vers
Γ quand t tend vers +∞ ou −∞. En effet, l’orbite de X s’enroule autour de Γ.
Mais étant donné Y ∈ Γ, on peut trouver une suite de temps tn telle queΦ(tn ; X )
s’approche indéfiniment de Y .
Le second point est que la définition recouvre les exemples comme celui qu’on
a donné ci-dessus (cycle limite stable ou instable) mais aussi le cas «semi-stable»
qui est illustré par l’exercice suivant.
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- EXERCICE 7.5.5. Esquisser le portrait d’états du système{
ẋ =−y +x(1−x2 − y2)2

ẏ = x + y(1−x2 − y2)2.

7.5.3 Théorème de Poincaré-Bendixson

Pour des systèmes de dimension deux, nous avons un remarquable théo-
rème qui permet de montrer l’existence d’un cycle limite dans certaines situa-
tions. Pour le formuler, nous avons besoin d’une nouvelle notion, celle d’en-
semble ω-limite 7 d’un point :

X DÉFINITION 7.20 (Ensemble ω-limite).
Soit X ∈R2. Un point Y ∈R2 est l’ω-limite de X s’il existe une suite t1 É t2 É . . .

telle que limi→+∞ ti = +∞ et telle que limi→+∞Φ(ti ; X ) = Y . La collection des
points qui sont uneω-limite de X s’appelle l’ensembleω-limite de X et on le note
ω(X ).

Quelques commentaires s’imposent avant de poursuivre. ( 8) La notion d’en-
semble ω-limite est valable en toute dimension.
Il découle de la définition que si X̃ est un point par lequel passe l’orbite de X ,
ω(X̃ ) =ω(X ), de sorte qu’on parle indifféremment de l’ensemble ω-limite d’un
point ou de l’orbite qui passe par ce point.
Intuitivement, les voisinages des points qui se trouvent dans ω(X ) sont visités
par l’orbite de X même après des temps arbitrairement longs.
Un exemple élémentaire montre que l’ensemble ω-limite d’un point peut être
vide. ( 9.)
En pratique, nous considérons des modèles où les solutions sont confinées
dans un ensemble compact. Donc les ensemblesω-limites correspondants con-
tiennent au moins un point.
Nous connaissons déjà deux exemples basiques d’ensemblesω-limites : un équi-
libre est sa propre ω-limite, tout comme un cycle. Nous en rencontrerons de
nombreux autres.

+ THÉORÈME 7.21.
Soit F un champ de vecteurs sur R2. Soit X ∈ R2 tel que son orbite future est
contenue dans une région compacte (en particulier, t 7→ Φ(t ; X ) est borné pour
tout t Ê 0). Alors, si ω(X ) ne contient pas d’équilibre, c’est un cycle.

7. Prononcez “oméga-limite”.
8. Dans la Section 7.8 nous étudierons en détail les propriétés des ensembles ω-limites.

Nous verrons aussi un pendant naturel des ω-limites : les α-limites.
9. Considérer ẋ = 1 surR
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Le théorème est souvent appelé le théorème de Poincaré-Bendixson.
L’application la plus intéressante de ce théorème est l’existence d’un cycle li-
mite. Il nous faut une notion supplémentaire pour formuler une variante du
théorème qui donne une condition suffisante pour qu’au moins un cycle limite
existe.

X DÉFINITION 7.22 (Ensemble invariant).
Une partie S ⊂R2 est dite invariante dans le futur (par rapport au système Ẋ =

F (X )) si l’orbite future de tout point X ∈ S est contenue dans S. L’invariance dans
le passé se définit en prenant t É 0.

Un exemple trivial d’ensemble invariant est un équilibre ou bien un cycle
(dans le futur comme dans le passé). Dans le plan, un exemple plus intéressant
est la région délimitée par un cycle : en vertu de l’unicité des solutions d’un
système différentiel, la solution pour une condition initiale à l’intérieur d’un
cycle ne peut pas «s’échapper». Nous avons vu plus haut que l’orthant positif
Rn+ est invariant pour un système différentiel de la forme ẋi = fi (x1, . . . , xn), i =
1, . . . ,n.
Enfin, on peut montrer qu’un ensemble ω-limite est «invariant dans le futur» :
si Y ∈ω(X ), Φ(t ;Y ) ∈ω(X ). Autrement dit, ω(X ) est une union d’orbites.

Une région annulaire est une partie du plan homéomorphe à un anneau
compris entre deux cercles concentriques, l’un de rayon 1 l’autre de rayon 2.
Par homéomorphe, nous voulons dire que c’est une déformation continue bi-
jective, dont l’inverse est continu, qui permet de passer de l’un à l’autre.

+ THÉORÈME 7.23.
Si on trouve une région annulaire invariante dans le futur pour l’équation Ẋ =

F (X ) et que cette région ne contient pas d’équilibre, alors S contient au moins un
cycle. Si, en plus, un point à l’intérieur de S se trouve dans l’orbite future d’un
point du bord de S, alors S contient au moins un cycle limite.

Ce théorème est un corollaire du théorème précédent.
L’idée générale pour appliquer ce théorème est de trouver une région comme
celle de la figure, c’est-à-dire une région annulaire (sans équilibre) telle que le
champ de vecteurs soit entrant dans cette région. Géométriquement, cela si-
gnifie qu’en chanque point du bord, le champ de vecteurs pointe vers l’inté-
rieur. Dynamiquement, cela équivaut au fait que toute solution associée à une
condition initiale sur le bord a son orbite future dans l’intérieur de la région
annulaire. On dit que cette région est attractante.

- EXERCICE 7.5.6. Reprendre le système{
ẋ = y

ẏ =−x.
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Soit D le disque de rayon et de centre (0,0). Monteer que D est invariant dans le
futur mais n’est pas attractant.

Nous pouvons illustrer le théorème précédent avec l’exemple ci-dessus (que
nous avons pu analyser directement), à savoir{

ẋ =−y +αx(1−x2 − y2)

ẏ = x +αy(1−x2 − y2).

On construit S avec les cercles concentriques de centre (0,0) de rayons 1
2 et 2.

Le seul équilibre (0,0) n’est pas dans S. Calculons le produit scalaire du vecteur
normal aux deux cercles et du champ de vecteurs. Le vecteur normal à un cercle
d’équation x2+ y2 = r 2 s’obtient en calculant le gradient de la fonction (x, y) 7→
x2 + y2 ; c’est donc

(
2x
2y

)
(où (x, y) appartient au cercle). Ce vecteur pointe vers

l’extérieur du disque dont ce cercle est le rayon. On obtient

2(x2 + y2)(1−x2 − y2)

qui est bien une quantité positive sur le cercle de rayon 1
2 et négative sur le

cercle de rayon 2.
Une autre situation courante où s’applique le théorème 7.23 est celle où on

trouve une région attractante qui contient un seul équilibre répulsif.

7.5.4 Critère de Dulac

Au lieu de chercher à montrer l’existence d’un cycle limite, on peut vouloir
montrer qu’un système n’admet pas de cycle. Une condition suffisante de non
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existence d’un cycle est basée sur la divergence du champ de vecteurs.

Si F (X ) =
(

f (x, y)
g (x, y)

)
, X =

(
x
y

)
, on note

divF (X ) = ∂ f

∂x
(X )+ ∂g

∂y
(X ).

Observons que divF (X ) n’est rien d’autre que la trace de la matrice jacobienne
évaluée au point X .

+ THÉORÈME 7.24 (Critère de Bendixson).
Soit F un champ de vecteurs de classe C 1 défini dans une région E simplement

connexe du plan. ( 10) Si la divergence de F n’est pas identiquement nulle et
ne change pas de signe dans E, alors le système Ẋ = F (X ) n’admet aucun cycle
contenu entièrement dans E.

Démonstration. Nous allons raisonner par contradiction. Supposons que Γ=
{Φ(t ; X ),0 É t É T } soit un cycle entièrement conten dans E . Notons S l’intérieur
de Γ et appliquons théorème de Green :Ï

S
divF dxdy =

∮
Γ

( f dy − g dx) =

=
Tw

0

( f ẏ − g ẋ)dt

=
Tw

0

( f g − g f )dt = 0.

Si divF n’est pas identiquement nul et ne change pas de signe dans S, l’inté-
grale double est soit positive soit négative (par continuité de divF ). Mais dans
les deux cas, il s’agit d’une contradiction. Donc, il ne peut exister de cycle en-
tièrement inclus dans E . C.Q.F.D.

- EXERCICE 7.5.7. Démontrer qu’un système linéaire{
ẋ = ax +by

ẏ = cx +d y

où a +d 6= 0 ne peut admettre de cycle limite. Que se passe-t’il dans le cas où
a +d = 0 ?

10. Cela signifie intuitivement que E n’a pas de «trou». Mathématiquement, cela signifie que
tout lacet contenu dans E est homotope à un point.
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Malheureusement, le théorème précédent ne suffit pas en pratique mais Dulac
a heureusement trouvé une généralisation puissante :

+ THÉORÈME 7.25 (Critère de Dulac).
Soit F un champ de vecteurs de classe C 1 défini dans une région E simplement

connexe du plan.
S’il existe une fonction B :R2 →R strictement positive et de classe C 1 telle que
la divergence div(BF ) ne soit pas identiquement nulle et ne change pas de signe
dans E, alors il ne peut exister aucun cycle entièrement inclus dans E.
Si A est une région annulaire contenue dans E dans laquelle div(BF ) ne change
pas de signe, alors il existe au plus un cycle limite dans A.

La première partie du théorème vient du fait que le champ de vecteurs BF
fabriqué à partir de F en le multipliant par la fonction de Dulac B a les mêmes
orbites ! Ce qui est modifié est la paramétrisation des orbites, pas leur nature
géométrique. Lorsque nous avons adimensionné des modèles, nous avons fait
une reparamétrisation très simple qui consistait à changer d’unité de temps
(typiquement, t → bt , b > 0), c.-à-d. que le temps était dilaté ou contracté par
un facteur uniforme, indépendant de X .
La seconde partie découle d’une application judicieuse du théorème de Green.

7.5.5 Application aux systèmes différentiels écologiques avec
deux populations

Nous avons vu que le modèle proie-prédateur de Lotka-Volterra admet un
continuum de cycles qui correspondent à des solutions tournant autour de
l’équilibre qui se trouve à l’intérieur du quadrant positif. Nous avons vu d’autres
modèles de la forme

(7.6)

{
ẋ = x(a +bx + c y)

ẏ = y(d +ex + f y)

où a,b,c,d ,e, f sont des paramètres réels positifs ou négatifs. C’est un cas par-
ticulier de modèles où les taux d’accroissement par individu ẋ/x et ẏ/y sont des
fonctions affines. Nous n’avons constaté aucun exemple avec des cycles isolés,
c.-à-d. des cycles limites. En utilisant les résultats précédents, nous allons dé-
montrer qu’un modèle de type (7.6) ne peut pas admettre de cycle limite :

+ THÉORÈME 7.26.
Un système de la forme (7.6) n’admet aucun cycle isolé, donc pas de cycle limite.

Démonstration. Nous ne considérons que le quadrant positif (qui est inva-
riant dans le futur). Supposons qu’il existe un cycle γ (qui est donc contenu à
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l’intérieur de R2+). Une conséquence du théorème de Poincaré-Bendixson est
qu’il doit nécesairement exister un équilibre situé à l’intérieur de γ. Donc, les
droites

a +bx + c y = 0 et d +ex + f y = 0

doivent s’intersecter en un unique point à l’intérieur du quadrant positif. En
particulier

(7.7) b f − ce 6= 0.

Nous appliquons maintenant le critère de Dulac avec la fonction

B(x, y) = xα−1 yβ−1

où les paramètres α et β seront spécifiés dans un instant. Posons

P (x, y) = x(a +bx + c y) et Q(x, y) = y(d +ex + f y)

et calculons la divergence du champ de vecteurs

(
BP
BQ

)
:

∂

∂x
(BP )+ ∂

∂y
(BQ) =

= ∂

∂x

[
xαyβ−1(a +bx + c y)

]+ ∂

∂y

[
xα−1 yβ(d +ex + f y)

]
=αxα−1 yβ−1(a +bx + c y)+xαyβ−1b +βxα−1 yβ−1(d +ex + f y)+xα−1 yβ f

= B
[
α(a +bx + c y)+bx +β(d +ex + f y)+ f y

]
Nous choisissons maintenant α et β de sorte que

αb +βe =−b

αc +β f =− f .

C’est possible à cause de (7.7) et conduit à

∂

∂x
(BP )+ ∂

∂y
(BQ) = δB

avec
δ≡ aα+dβ.

Par le critère du Dulac, nous avons forcément que δ= 0 et donc

− ∂

∂x
(BP ) = ∂

∂y
(BQ).
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Or, cette dernière équation est précisément la condition d’intégrabilité pour le

champ de vecteurs

(
BQ
−BP

)
. Donc il existe une fonction scalaire H définie dans

l’intérieur du quadrant positif telle que

(7.8)
∂H

∂x
= BQ,

∂H

∂y
=−BP.

Alors la dérivée de t 7→ H(ϕ(t ),ψ(t )) le long d’une solution (ϕ(t ),ψ(t ) satisfait
l’équation

Ḣ = ∂H

∂x
ẋ + ∂H

∂y
ẏ = PQ(B −B) ≡ 0.

Si un cycle existe, comme nous l’avons supposé, il est forcément entouré par
d’autres cycles, donc aucun cycle ne peut être isolé. C.Q.F.D.

- EXERCICE 7.5.8. Montrer que la constante δ dans la démonstration précédente
est la trace de la jacobienne évaluée à l’équilibre situé dans int(R2+).

- EXERCICE 7.5.9. Montrer que le système (7.6) a un continuum de cycles si et
seulement si les valeurs propres de la matrice jacobienne évaluée à l’équilibre
situé dans int(R2+) sont imaginaires pures (c.-à-d. si δ= 0 et b f − ce > 0). (Indi-
cation : calculer la hessienne de H.) Montrer que trois types de portraits de phase
sont possibles.

7.6 Sur la stabilité structurelle

L’idée de stabilité structurelle est très naturelle pour la modélisation : il s’agit
de demander à un modèle d’être robuste quand on perturbe son champ de vec-
teurs autour de valeurs censées décrire un phénomène réel. Malheureusement,
les aspects mathématiques pour rendre précise cette idée deviennent rapide-
ment très techniques.
Énonçons grossièrement un résultat dans cette direction :

+ PROPOSITION 7.5.
Soit F : Rn → Rn un champ de vecteurs suffisamment de fois différentiable. Si
tous les équilibres sont des puits, des sources ou des cols, si tous les cycles sont
stables ou instables et s’il n’y a pas connexions entre des cols, alors le champ de
vecteurs est structurellement stable.

L’instabilité structurelle correspond à la notion de bifurcation que nous allons
introduire dans la section suivante.
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7.7 Bifurcations : rudiments

Dans cette section, nous considérons un système

Ẋ = F (X ,α)

où, pour simplifier, α est un nombre réel. En général, α peut représenter plu-
sieurs paramètres, c.-à-d. que c’est un vecteur.
Nous allons examiner quelques exemples de bifurcations : la bifurcation noeud-
col, la bifurcation fourche et la bifurcation de Hopf. Dans les deux premiers
exemples, le nombre de points d’équilibre change avec α ; dans le troisième
exemple, un point d’équilibre stable devient instable en donnant naissance à
un cycle limite.

7.7.1 Bifurcation noeud-col

Soit x∗ est un point d’équilibre pour ẋ = f (x,α), x ∈R. Si ∂ f
∂x (x∗,α) 6= 0, alors de

petits changements apportés à α ne changent pas la structure locale autour de
x∗ : l’équation

ẋ = f (x,α+ε)

possède un point d’équilibre x∗(ε) qui varie continûment avec ε pour ε petit.
Cette intuition, qui résulte de l’inspection des graphes de f (x,α+ ε) près de
x∗, peut être rendue rigoureuse par une application directe du théorème des
fonctions implicites. Autrement dit, en dimension un, une bifurcation ne peut

apparaître que si x∗ n’est pas hyperbolique, c.-à-d. si ∂ f
∂x (x∗,α) = 0.

Considérons l’équation

ẋ = f (x,α) = x2 +α

qui n’a qu’un point équilibre, x = 0, quand α = 0. Observons que ∂ f
∂x (0,0) = 0

mais que ∂2 f
∂x2 (0,0) 6= 0. Lorsque α > 0, il n’y a aucun point d’équilibre puisque

f (x,α) > 0 pour tout x. Mais pour α < 0, il y a une paire de points d’équilibre
x1(α), x2(α). Autrement dit,α= 0 est une valeur de bifurcation pour ce système.
Quand α passe par la valeur 0 après avoir pris des valeurs négatives, les deux
points d’équilibres entrent en «collision» et disparaissent. Le terme «collision»
est approprié car la vitesse à laquelle se rapprochent les points d’équilibre, c.-à-
d. d

dαx1,2(α), tend vers l’infini quandα tend vers 0. La figure suivante représente
le diagramme de bifurcation.
Il est évident que la bifurcation peut avoir lieu dans «l’autre sens» (considérer
ẋ = α− x2). L’exemple précédent a déjà été rencontré sous une forme légère-
ment différente. En fait, ce type de bifurcation est générique en dimension un
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FIGURE 7.9: Bifurcation noeud-col en dimension un.

lorsqu’il n’y a qu’un seul paramètre, l’exemple ẋ = f (x,α) = x2 +α en étant la
forme dite «normale».

+ THÉORÈME 7.27. Supposons que ẋ = f (x,α), x ∈R, soit telle qu’il existe x∗ et α0

tels que

1. f (x∗,α0) = 0 ;

2. ∂ f
∂x (x∗,α0) = 0 ;

3. ∂2 f
∂x2 (x∗,α0) 6= 0 ;

4. ∂ f
∂α (x∗,α0) 6= 0.

Alors une bifurcation noeud-col a lieu pour la valeurα0 et, localement autour de
x∗, le système est topologiquement équivalent soit à ẋ =α− x2, soit à ẋ =α+ x2.
Qui plus est, les conditions 3 et 4 sont génériques.

Nous ne préciserons pas ici ce que signifie le terme «générique» et ren-
voyons le lecteur intéressé à [Kuz04].

- EXERCICE 7.7.1. Étudier le système{
ẋ1 = x2

1 +α
ẋ2 =−x2

lorsque α varie. On esquissera en particulier les portraits de phase typiques. (Cet
exemple est la «version» en dimension deux de l’exemple précédent et illustre
l’origine du nom «noeud-col» donné à cette bifurcation.
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7.7.2 Autres exemples en dimension un

Nous proposons à titre d’exercices d’explorer deux autres types de bifurcations
en dimension un : la bifurcation «fourche» et la bifurcation «transcritique».

- EXERCICE 7.7.2. Étudier le système

ẋ =αx −x3, x ∈R

lorsqueα ∈R varie. (Une bifurcation de ce type est appelée bifurcation «fourche».)

- EXERCICE 7.7.3. Étudier le système

ẋ =αx −x2, x ∈R

lorsque α ∈R varie. (Une bifurcation de ce type est appelée bifurcation «trans-
critique».)

7.7.3 Exemple : quotas de prélèvement

On considère le modèle suivant

(7.9) ẋ = x(1−x)−h, (x > 0).

On peut l’interpréter comme une population dont on prélève une partie à un
taux constant (pensons à la pêche dans l’océan). La paramètre h > 0 (quota) est
associé à une bifurcation nœud-col.
La figure suivante montre le graphe de fh(x) = x(1− x)−h dans trois cas diffé-
rents : 0 É h < 1/4, h = 1/4 et h > 1/4.

FIGURE 7.10: Quelques graphes des fonctions fh(x) = x(1−x)−h.

Si la valeur de h n’est pas très élevée, c.-à-d. si 0 < h < 1/4, il existe deux équi-
libres correspondant aux deux racines de fh . Le point le plus à gauche x =
(1−p

1−4h)/2 est instable. Si pour une cause ou une autre (pêche excessive ou
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maladie) la population x(t ) venait à descendre au-dessous de ce point, elle se-
rait condamnée à disparaître à court terme. L’autre équilibre x = (1+p

1−4h)/2
est stable ; c’est l’état stationnaire de la population.

Lorsque h passe par la valeur 1/4, les deux équilibres précédents fusionnent
précisément pour h = 1/4, puis disparaissent quand h > 1/4. Pour h = 1/4, on
a un équilibre instable x = 1/2. À une telle vitesse et pour un stock initial suffi-
samment élevé, il est mathématiquement possible de puiser dans cette popu-
lation aussi longtemps que l’on veut ; néanmoins une fluctuation vers le bas,
si petite soit-elle, des effectifs stationnaires se traduirait par une extinction de
cette population au bout d’une intervalle de temps fini.

Si h > 1/4, il n’y a pas d’équilibre et la population sera épuisée au bout d’un
temps fini. En effet, ẋ É −m, m > 0, donc pour toute densité initiale x0, on a
ϕ(t ) É−mt +x0 : ϕ(t ) s’annule au temps text ≡ x0

m .

- EXERCICE 7.7.4. Esquisser quelques solutions dans chacun des cas (h < 1/4, h =
1/4, h > 1/4).

+ REMARQUE 7.28. L’équation (7.9) est obtenue de l’équation logistique en ajou-
tant le terme constant −h. Si l’intégration de la première est simple, celle de la
seconde, bien que possible, est plus difficile. Elle conduit à des formules assez
lourdes dont l’analyse est malaisée. Par contre, l’approche qualitative que nous
avons adoptée fournit facilement quasiment toute l’information utile.

7.7.4 Bifurcation de Hopf/d’Andronov-Hopf

Dans les exemples précédents, une bifurcation a lieu quand le système linéarisé
a une valeur propre nulle. Un autre cas fondamental est celui où le système li-
néarisé n’est pas hyperbolique car il possède une paire de valeurs propres ima-
ginaires pures (conjuguées) : c’est la bifurcation dite de Hopf.

Nous allons commencer par l’exemple canonique suivant :

(7.10)
ẋ1 =αx1 −x2 −x1(x2

1 +x2
2)

ẋ2 = x1 +αx2 −x2(x2
1 +x2

2).

}
Ce système a un équilibre x1 = x2 = 0 (pour tout α) en lequel la matrice jabo-
bienne est

A =
(
α −1
1 α

)
qui admet les valeurs propres λ1,2 =α± i . En introduisant la variable complexe
z = x1 + i x2, on obtient l’équation

ż = ẋ1 + i ẋ2 =α(x1 + i x2)+ i (x1 + i x2)− (x1 + i x2)(x2
1 +x2

2).
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Sous la forme complexe, le système (7.10) devient

ż = (α+ i )z − z|z|2.

En utilisant la représentation z = r e iθ, on obtient

ż = ṙ e iθ+ r i θ̇e iθ.

Par identification ṙ e iθ+r i θ̇e iθ = r e iθ(α+i −r 2), donc la forme polaire de (7.10)
est {

ṙ = r (α− r 2)

θ̇ = 1.

Sous cette forme, les bifurcations sont faciles à analyser car les équations pour r
et θ sont découplées. La première équation possède l’équilibre r = 0 (l’origine)
pour toutes les valeurs de α. En fait, l’origine est le seul équilibre puisque θ̇ 6= 0.
Quand α < 0, l’origine est linéairement stable : c’est un foyer attractif puisque
r (α− r 2) < 0 pour tout r > 0. Dans ce cas, toutes les solutions convergent donc
vers l’origine. Quand α = 0, l’origine est (non-linéairement) stable. Quand α >
0, l’origine est linéairement instable (foyer répulsif) et nous avons ṙ = 0 si r =p
α. Puisque la seconde équation décrit un mouvement de rotation à vitesse

constante, le cercle de rayon
p
α est donc une solution périodique de période

2π. Nous avons également ṙ > 0 si 0 < r <p
α, tandis que ṙ < 0 si r >p

α. Donc,
toute solution qui n’est pas issue de l’origine «spirale» vers cette solution pé-
riodique. En conclusion, à la valeur de bifurcation, l’équilibre demeure mais il
perd sa stabilité quand α devient positif et un cycle limite stable naît. Les fi-
gures suivantes (fig. 7.11 et 7.12) résument la discussion précédente de deux
manières différentes.

FIGURE 7.11: Une bifurcation de Hopf.

- EXERCICE 7.7.5. Étudier les bifurcations du système{
ẋ1 =αx1 −x2 +x1(x2

1 +x2
2)

ẋ2 = x1 +αx2 +x2(x2
1 +x2

2).
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FIGURE 7.12: Diagramme d’une bifurcation de Hopf.

En particulier, quelle est la stabilité de l’origine quand α= 0 ?

La question naturelle est de savoir si un système de la forme{
ẋ1 = f1(x1, x2,α)

ẋ2 = f2(x1, x2,α).

ayant un équilibre pour toute valeur de α et dont la matrice jacobienne en ce
point possède deux valeurs propres complexes conjuguées dont la partie réelle
s’annule pour une valeur α0, présente une bifurcation de Hopf. On peut tou-
jours se ramener au cas où l’équilibre est l’origine et α0 = 0. Nous avons le
théorème suivant.

+ THÉORÈME 7.29 (Forme normale de la bifurcation d’Andronov-Hopf).
Tout système planaire générique

(7.11) Ẋ = F (X ,α), X ∈R2, α ∈R

ayant pour la valeur α = 0 l’équilibre X = 0 avec comme valeurs propres
associées

λ1,2(0) =±iω(0), ω(0) > 0,

est topologiquement conjugué dans un voisinage de l’origine à l’une des
formes normales suivantes :(

ẏ1

ẏ2

)
=

(
β −1
1 β

)(
y1

y2

)
± (y2

1 + y2
2)

(
y1

y2

)
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Il y a deux conditions de généricité. L’une est trop technique pour être pré-
sentée ici. L’autre est une condition de transversalité. C’est la condition que la
dérivée par rapport à α de la partie réelle commune des valeurs propres soit
différente de 0 en (0,0).

7.8 L Compléments

Cette section peut être ignorée par le lecteur car elle n’est pas nécessaire, à
quelques exceptions près, pour les applications de la Partie III. Son contenu
est de deux sortes : il y a, d’une part, des énoncés précis de théorèmes aux-
quels nous avons fait allusion plus haut et, d’autre part, des notions et des ré-
sultats dont le but est de satisfaire la curiosité. Dans la première catégorie, on
trouve par exemple l’énoncé du théorème de linéarisation (communément ap-
pelé le théorème de Grobman-Hartman). Dans la seconde catégorie, on trouve
par exemple la classification des types de comportements possibles pour des
systèmes de dimension deux, qui est une extension naturelle du théorème de
Poincaré-Bendixson (Théorème 7.21. Ou bien une généralisation puissante du
théorème de Liapounov (Théorème 7.18).

7.8.1 Ensembles limites

Nous avons défini plus haut les ensembles ω-limites pour des champs de vec-
teurs en dimension deux lorsque nous avons étudié le théorème de Poincaré-
Bendixson. La notion d’ensemble ω-limite est générale et nous allons énoncer
les propriétés de tels ensembles. En renversant le temps, on a la notion duale
d’ensemble α-limite.

On se donne un système Ẋ = F (X ) (X ∈Rn) avec F de classe C 1.

X DÉFINITION 7.30 (Ensembles limites).
L’ensembleω-limite d’un point X (ou de son orbite) est l’ensemble des points dont
l’orbite de X s’approche arbitrairement près lorsque t tend vers +∞ :

ω(X ) =
{

lim
i→∞

Φ(ti ; X ) : ti →+∞ et la suite est convergente
}
·

En renversant le temps (t →−t ) on définit

α(X ) =
{

lim
i→∞

Φ(ti ; X ) : ti →−∞ et la suite est convergente
}
·

+ REMARQUE 7.31. Le nom de ces ensembles limites vient de la première et dernière
lettre de l’alphabet grec : α est le début, d’où les solutions viennent ; ω est la fin,
where où les solutions vont.
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Avec la définition précédente,ω(X ) est l’ensemble vide si la solution t 7→Φ(t ; X )
n’est pas définie pour tout t Ê 0 ou s’elle tend vers l’infini avec t . De même,α(X )
est vide si la solution n’est pas définie pour tout t É 0 ou s’elle tend vers l’infini
avec t .

- EXERCICE 7.8.1. Pour l’équation différentielle ẋ = x, x ∈ R, déterminer ω(x)
pour tout x.

- EXERCICE 7.8.2. Pour l’équation différentielle ẋ = x(1− x), x Ê 0, déterminer
ω(x) et α(x) pour tout x Ê 0.

- EXERCICE 7.8.3. Soit le système différentiel linéaire Ẋ = AX , X ∈Rn . Dans le cas
où l’origine est un puits, déterminer ω(X ) pour tout X .
Quand l’origine est un col, déterminer α(X ) et ω(X ) pour tout X .

Nous rassemblons les propriétés des ensembles limites dans le théorème
suivant. Nous dirons qu’une partie M de Rn est invariante dans le futur (par
rapport au champ de vecteurs F ) si pour tout X ∈M, {Φ(t ; X ), t Ê 0} ⊂M. L’in-
variance dans le passé est définie de manière évidente et on dira que M est
invariant s’il est à fois invariant dans le passé et le futur.

+ THÉORÈME 7.32.
Supposons que M soit une partie invariante et compacte pour le système Ẋ =

F (X ). Alors pour tout X ∈M, l’ensemble ω(X ) est :
� non vide ;
� fermé. On peut l’écrire ω(X ) =⋂

tÊ0 {Φ(s; X ) : s Ê t } ;
� invariant, c.-à-d. que Y ∈ ω(X ) ⇒ Φ(t ;Y ) ∈ ω(X ) pour tout t Ê 0, ce qui

signifie que ω(X ) est une union d’orbites ;
� connexe ; ( 11)
� d(Φ(t ; X ),ω(X )) → 0 quand t →+∞. ( 12)

L’ensemble α(X ) a les mêmes propriétés (il faut renverser le temps (t →−t )).

- EXERCICE 7.8.4. Démontrer le théorème précédent. Pour la connexité, on pourra
raisonner par contradiction.

7.8.2 Retour sur les fonctions de Liapounov

L’utilisation la plus courante des fonctions de Liapounov est l’étude de la stabi-
lité asymptotique d’un équilibre X ∗ : si on est capable de construire une fonc-
tion de Liapounov et de montrer que L̇(X ) s’annule uniquement pour X = X ∗,

11. Un ensemble E n’est pas connexe s’il existe deux ouvertsU,V tels queU∩V=∅, E ⊂U∪V,
E ∩U 6=∅, E ∩V 6=∅.

12. Pour une partie E ⊂Rn , on note d(X ,E) = infY ∈E ‖X −Y ‖, la distance de X à E .
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on a gagné (Théorème 7.18).
Mais que se passe-t-il quand il y a plusieurs équilibres qui annulent L̇ ? On ai-
merait conclure que la solution tend vers l’un d’eux. Pire encore, que se passe-
t-il si l’ensemble des points où s’annule L̇ ne contient pas que des équilibres ?
Peut-on utiliser les fonctions de Liapounov pour montrer l’existence d’un cycle
limite stable ? De manière encore plus générale, quel est le lien entre l’ensemble
ω-limite d’un point et l’ensemble des points qui annulent L̇ ?
Le théorème suivant, appelé communément le «principe d’invariance de Krasovskii-
LaSalle», répond à toutes ces questions.
On considère un champ de vecteurs F :Rn →Rn de classe C 1 et Ẋ = F (X ).
Nous dirons que «L est une fonction de Liapounov sur un ouvert U deRn» si L
est continue sur U (la fermeture de U) et L̇(X ) É 0 pour tout X ∈U.
Introduisons l’ensemble des points où L̇ s’annule :

K≡ {
X ∈U : L̇(X ) = 0

}
.

Enfin, soit I est le plus grand sous-ensemble invariant dans le futur contenu
dans K

+ THÉORÈME 7.33.
Si L est une fonction de Liapounov sur un ouvert U et que l’orbite future de X est
bornée et contenue dans U, alors ω(X ) ⊆ I.

+ REMARQUE 7.34. Nous laissons le lecteur écrire le théorème dans le cas des en-
sembles α-limites.

Énonçons quelques corollaires utiles.

+ COROLLAIRE 7.35.
Si L est une fonction de Liapounov sur l’ouvert U = {

X ∈Rn : L(X ) < ρ
}

(ρ ∈R
donné) et queU est borné, alors pour tout X ∈U, d(Φ(t ; X ),I) → 0 quand t →+∞
(toute solution de condition initiale dans U s’approche de I arbitrairement près
avec le temps).

+ COROLLAIRE 7.36.
Si L →+∞ lorsque ‖X ‖ tend vers +∞ et que L̇ É 0 surRn alors toute solution est
bornée et s’approche arbitrairement près de I avec le temps.

Observons que si L̇ < 0 sur U\{X ∗} alors I= {X ∗} et le corollaire nous donne la
stabilité asymptotique de l’équilibre X ∗ énoncée dans le théorème de Liapou-
nov 7.18.

Revenons à l’exemple du modèle proie-prédateur avec compétition entre
proies étudié dans la section 7.4 :{

ẋ = x(1−x)−x y

ẏ = y(−γ+βx).
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Nous n’avions pas pu conclure à la stabilité de l’équilibre non trivial (x∗, y∗)
avec le théorème dont nous disposions. La fonction de Liapounov L que nous
avions trouvée est telle que L̇(x, y) =−β(x − x∗)2. Avec les notations ci-dessus,
on a

K= {
(x, y) ∈R2 : x = x∗, y > 0

}
et I= {x∗, y∗}

donc le Théorème 7.33 nous permet de conclure que (x∗, y∗) est asymptotique-
ment stable. Il l’est globalement grâce au Corollaire 7.35.

7.8.3 Ensembles limites en dimension deux

Le théorème de Poincaré-Bendixson vu plus haut nous enseigne que si Φ(t ; X )
est borné pour tout t Ê 0 et queω(X ) ne contient pas d’équilibre, alorsω(X ) est
un cycle. Nous pouvons faire un pas de plus et caractériser tous les ensembles
ω-limites possibles d’un champ de vecteurs en dimension deux. Pour simpli-
fier, nous supposons que le champ de vecteurs n’a qu’un nombre fini d’équi-
libres. Ce n’est nullement une restriction en pratique car tous nos modèles sont
donnés par des champs de vecteurs dont les composantes sont des fonctions
polynomiales ou rationnelles (dont les dénumérateurs ne s’annulent pas). Par
contre, rester dans le cadre des champs de vecteurs C 1 permet des comporte-
ments qui sont pathologiques de notre point de vue.

Afin d’énoncer le théorème de classification, il nous manque une définition
d’un objet que nous n’avons pas encore rencontré : un cycle hétérocline. Nous
verrons plus tard un modèle de compétition cyclique avec trois populations qui
contient un tel objet.
On dit d’une orbite dont l’ensemble α-limite est un équilibre Y et dont l’en-
sembleω-limite est un équilibre Z qu’elle connecte Y et Z . On parle de connexion
hétérocline. Nous autorisons que Y = Z . Dans ce cas, on parle de connexion
homocline. Si X1, . . . , Xq sont des équilibres et qu’il existe des orbites γ1, . . . ,γq

qui les connectent de telle sorte que Xi =α(γi ) et Xi+1 =ω(γi ), avec la conven-
tion que Xq+1 ≡ X1, l’ensemble formé de ces équilibres et de ces connexions
hétéroclines s’appelle un cycle hétérocline.

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème suivant :

+ THÉORÈME 7.37 (Classification des ensembles limites en dimension deux).
Soit F :R2 →R2 un champ de vecteurs qui a un nombre fini de zéro, c.-à-d. que
Ẋ = F (X ) a un nombre fini d’équilibres. Soit X ∈ R2 tel que que son orbite est
contenue dans un région compacte. Alors ω(X ) est soit :

1. un équilibre

2. un cycle

3. un cycle hétérocline.
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Terminons par un exemple de cycle hétérocline.{
ẋ = sin x(−0.1cos x −cos y)

ẏ = sin y(cos x −0.1cos y).

Le point (π/2,π/2) et les points (0,0), (0,π), (π,π) et (π,0) font partie des équi-
libres. Les quatre derniers font partie d’un cycle hétérocline qui est le carré dont
ils sont les sommets. Si X 6= (π/2,π/2) est pris à l’intérieur de ce carré, son en-
semble ω-limite est ce carré.

FIGURE 7.13: Autre exemple de cycle hétérocline.

7.8.4 Théorème de Grobman-Hartman & théorème de la va-
riété stable

Le théorème suivant affirme qu’au voisinage d’un équilibre, un système diffé-
rentiel est topologiquement conjugué à son système linéarisé pourvu que sa
matrice n’ait pas de valeur propre de partie réelle nulle. Quitte à translater les
axes de coordonnées, on suppose que l’équilibre est l’origine.

+ THÉORÈME 7.38 (Grobman-Hartman).
Soit F :Rn →Rn un champ de vecteurs de classe C 1 tel que F (0) = 0. Soit

A =


∂ f1
∂x1

(0) · · · ∂ f1
∂xn

(0)

...
...

∂ fn
∂x1

(0) · · · ∂ fn
∂xn

(0)


la matrice jacobienne de F au point 0. On suppose qu’aucune valeur propre de A
n’a de partie réelle nulle (équilibre hyperbolique).
Alors il existe deux ouverts U et V de Rn contenant 0 et un homéomorphisme
h : U → V qui envoie bijectivement les orbites de Ẋ = F (X ) sur celles de Ẏ =
AY dans V= h(U) en préservant la paramétrisation du temps. Plus précisément,
pour chaque X ∈ U, il existe un intervalle I ⊂ R contenant 0 tel que pour tout
t ∈ I , on a h(Φ(t ; X )) = e t Ah(X ).
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Un exemple Soit le système

(7.12)

{
ẋ = x + y2

ẏ =−y.

Il possède un unique équilibre, l’origine. Voici son portrait d’états :

FIGURE 7.14

Le système linéarisé est évidemment

(7.13)

{
ẋ = x

ẏ =−y.

Nous avons un système qu’il est facile de résoudre car les variables sont décou-
plées : l’origine est un col. L’axe des ordonnées est le sous-espace stable, celui
des abscisses, le sous-espace instable.

Nous avons de la chance : le système de départ est également soluble. La
seconde équation ẏ =−y donneψ(t ) = y0e−t , qu’on substitue dans la première
équation pour obtenir

ẋ = x + y2
0e−2t .

Par la méthode standard, on trouve que toute solution est de la forme

ϕ(t ) = ce t − 1

3
e−2t ,

où c est une constante d’intégration. La solution cherchée est finalement{
ϕ(t ) = (

x0 + 1
3 y2

0

)
e t − 1

3 y2
0e−2t

ψ(t ) = y0e−t .

Si y0 = 0, la solution est ϕ(t ) = x0e t , ψ(t ) = 0, comme dans le système linéarisé.
Par contre, aucune condition initiale prise sur l’axe des ordonnées (à part l’ori-
gine) ne donne naissance à une solution qui y demeure et tend vers l’origine.
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En effet, le champ de vecteurs sur l’axe des ordonnées est (y2,−y), qui n’est pas
parallèle à cet axe. En fait, tous les vecteurs non-nuls y pointent vers la droite.

Il est facile de trouver une courbe qui passe par l’origine et sur laquelle les
solutions tendent vers (0,0) : c’est la courbe implicite donnée par l’équation
x + 1

3 y2 = 0 dansR2. En effet, si une condition initiale (x0, y0) est prise sur cette
courbe, la solution (ϕ(t ),ψ(t )) satisfait donc l’équation{

ϕ(t ) =−1
3 y2

0e−2t

ψ(t ) = y0e−t

puisque x0 + 1
3 y2

0 = 0. Observons que ϕ(t )+ 1
3 (ψ(t ))2 = 0 pour tout t , donc la

solution demeure pour tout temps sur la courbe en question. Qui plus est, cette
solution tend vers l’origine quand t →+∞. Notons que la courbe x+ 1

3 y2 = 0 est
tangente à l’axe des ordonnées à l’origine. Autrement dit, cet axe qui est le sous-
espace stable de l’origine pour le système linéarisé se déforme pour devenir
cette courbe qu’on appelle une variété stable. La figure 7.14 ci-dessus suggère
que le sous-espace instable de l’origine pour le système linéarisé ne se déforme
pas. En général ce sous-espace se déforme lui aussi et on l’appelle une variété
instable.

Cet exemple suggère un phénomène général décrit par le théorème suivant.

+ THÉORÈME 7.39 (Théorème de la variété stable).
Soit F :Rn →Rn un champ de vecteurs de classe C 1 possédant un équilibre X ∗

hyperbolique. Plus précisément, supposons que la matrice A du système linéarisé
(cf. Théorème 7.38) a k valeurs propres de partie réelle strictement négative et
n −k valeurs propres de partie réelle strictement positive.
Alors il existe une variété différentiable W s

loc = W s
loc(X ∗) de dimension k avec les

proprétés suivantes :
� elle est tangente en X ∗ au sous-espace stable E s du système Ẋ = AX ;
� pour tout t Ê 0, Φ

(
t ;W s

loc

)⊂W s
loc ;

� pour tout X ∈W s
loc, limt→+∞Φ(t ; X ) = X ∗.

De même, il existe une variété différentiable W i
loc = W i

loc(X ∗) de dimension n −k
qui jouit des proprétés suivantes :

� elle est tangente en X ∗ au sous-espace instable E i du système Ẋ = AX ;
� pour tout t É 0, Φ

(
t ;W i

loc

)⊂W i
loc ;

� pour tout X ∈W i
loc, limt→−∞Φ(t ; X ) = X ∗.

On a utilisé la notation suivante : si R est un sous-ensemble de Rn , on note
Φ(t ;R) ≡ {

Φ(t ; X ) : X ∈ R
}
. On fait donc évoluer tous les points de l’ensemble

en même temps.
Les variétés W s

loc et W i
loc s’appelent respectivement la variété stable locale et la

variété instable locale associées à X ∗.
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7.9 Notes

Il y a de très nombreux livres sur les équations différentielles. Ils contiennent
tous une démonstration du théorème 7.1. Citons par ex. [Arn88, Chi06, HSD04,
HW95, Per01]. Concernant le théorème 7.18, nous conseillons [Hal80].
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8.1 Introduction

Un processus stochastique est une famille de variables aléatoires (X t : t ∈T) où
t s’interprète comme le temps. Les processus stochastiques servent à décrire
l’évolution de quantités biologiques, physiques, économiques, etc, qu’on mo-
délise par des variables aléatoires.
On choisit T =N0 quand le temps est discret et T =R+ quand il est continu.
Les variables aléatoires X t prennent leurs valeurs dans un ensemble E qu’on
appelle l’espace d’état.
L’exemple le plus simple de famille de variables aléatoires auquel on puisse

penser est une suite de variables aléatoires indépendantes de Bernoulli (X t :
t ∈N0) qui modélise une suite infinie de lancers d’une pièce : on choisit E =
{Pile,Face} et la probabilité que “Pile” apparaisse lors d’un lancer est égale à
celle de “Face” et vaut 1/2. L’indépendance fait qu’il n’y a aucune dynamique,
aucune évolution, aucun processus à l’œuvre.
Pour modéliser un système qui évolue dans le temps, qui a une histoire, il est
évident qu’il faut que son état à un instant donné dépende de son passé. La dy-
namique la plus simple est une dynamique dite markovienne dont l’exemple le
plus simple est les chaînes de Markov à temps discret et à espace d’état discret.
Dans cette classe de processus, l’état à un instant t ne dépend que de l’état à
l’instant t−1. De manière équivalente, l’état au prochain instant ne dépend que
de l’état présent.
L’objet de ce chapitre est d’étudier ces procesus en détail. Les exemples illus-
trant ce chapitre sont volontairement limités à des modèles liés à la dynamique
des populations. Nous aurions pu montrer des dizaines d’exemples emprun-
tés à des domaines très variés (théoriques ou appliqués) qui témoignent de la
fécondité de la notion de dynamique markovienne.

8.2 Construction des chaînes de Markov et
matrices de transition

Dans toute cette section, l’espace d’état E est fini ou dénombrable. Il est d’usage
de noter n le temps au lieu de t quand il est discret.

8.2.1 Récurrence aléatoire

Nous allons définir une chaîne de Markov (Xn ;n ∈N) comme une récurrence
aléatoire permettant de passer de Xn à Xn+1 en connaissant l’état initial. L’aléa
va être fourni par une suite de variables aléatoires indépendantes toutes dis-
tribuées comme une variable aléatoire uniforme U sur l’intervalle [0,1]. Nous
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notons (Un ;n ∈N) cette suite.( 1)

X DÉFINITION 8.1 (chaîne de Markov).
Un processus (X x

n ;n ∈N0) d’espace d’état E est une chaîne de Markov d’état ini-
tial x ∈ E s’il existe une fonction F : E × [0,1] → E telle que X x

0 = x et pour tout
n ∈N

X x
n = F

(
X x

n−1;Un
)
.

Pour connaître l’état X x
n d’une chaîne de Markov à l’instant n Ê 1, on tire une

variable aléatoire uniforme et on calcule F
(
X x

n−1;Un
)
.

Deux cas limites se présentent. Si F est une fonction de sa seconde variable
uniquement, X x

n = F
(
X x

n−1

)
et donc le processus est une suite de variables aléa-

toires indépendantes et identiquement distribuées. Si F ne dépend que de sa
première variable, on a une suite récurrente déterministe : x0 = x, xn = F (xn−1)
pour n Ê 1. On peut donc dire qu’une chaîne de Markov est un processus qui
mêle ces deux aspects.

Le fait d’utiliser des variables aléatoires uniformes sur l’intervalle [0,1] n’est
qu’un choix commode, une convention. Une définition qui semble plus gé-
nérale serait de remplacer (Un) par une suite de variables aléatoires indépen-
dantes et identiquement distribuées prenant leurs valeurs dans un espace F .

1 NOTATION 8.2. Afin d’alléger les notations, on noteraXx une chaîne de Markov
(X x

n ;n ∈N0) d’état initial x ∈ E ou simplement X si l’état initial ne joue pas de
rôle dans le contexte donné ou bien s’il n’est pas donné.

Nous aurions très bien pu faire dépendre la fonction F de n, c.-à-d. intro-
duire une suite (Fn ;n ∈N) et poser X x

n = Fn
(
X x

n−1;Un
)
. Quand F ne dépend pas

de n, on dit que la chaîne de Markov est «homogène». Nous n’étudierons que
les chaînes de Markov homogènes.

+ REMARQUE 8.3. Les chaînes de Markov homogènes jouent un rôle analogue aux
champ de vecteurs autonomes que nous avons étudié au Chapitre 7 : on a consi-
déré des systèmes différentiels de la forme Ẋ (t ) = F (X (t )) alors qu’une situation
plus générale est un système de la forme Ẋ (t ) = F (X (t ); t ).

8.2.2 Matrice de transition et propriété de Markov

Nous allons montrer qu’une chaîne de Markov peut être caractérisée par une
«matrice de transition». Posons la définition suivante :

1. Un prend ses valeurs dans [0,1] et P(Un ∈ [u1,u2]) = 1
u2−u1

pour tous u1,u2 ∈ [0,1] avec
u1 < u2.
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X DÉFINITION 8.4 (Matrice de transition). Une fonction P : E ×E → [0,1] est une
matrice de transition si pour tout x ∈ E∑

y∈E
P (x, y) = 1.

Lorsque E est fini, P est naturellement représentable comme une matrice. Lorsque
E est dénombrable, ce n’est pas une représentation commode mais cela n’aura
pas d’incidence en pratique.

Nous avons la proposition suivante :

+ PROPOSITION 8.1.
Toute matrice de transition P sur E et tout état x ∈ E définissent une chaîne de
MarkovXx , c.-à-d. qu’il existe une fonction F comme dans la Définition 8.1. Elle
satisfait la propriétéP

(
F (x;U ) = y

)= P (x, y).

Démonstration. On construit F de la façon suivante. Pour chaque x ∈ E , on
construit une partition de l’intervalle [0,1] qu’on note {I (x, y); y ∈ E } : les en-
sembles I (x, y) sont des boréliens satisfaisant

I (x, y)∩ I (x, z) =∅ si y 6= z et
⋃
y∈E

I (x, y) = [0,1].

On veut que
|I (x, y)| = P (x, y)

où |I (x, y)| est la mesure de Lebesgue (longueur) de l’ensemble I (x, y). Il y a
a priori de nombreuses manières de définir une partition mais une manière
canonique est la suivante : on ordonne les états de E (on peut identifier E avec
{1,2, . . .}) et on concatène les intervalles de longueur P (x, y).
Définissons maintenant la fonction

F (x;u) ≡ ∑
y∈E

y1I (x,y)(u).

On a F (x;u) = y si et seulement si u ∈ I (x, y). On définit ensuite (X x
n ;n Ê 1)

comme dans la Définition 8.1, c’est donc une chaîne de Markov. Reste à calculer
P(F (x;Un) = y) :

P
(
F (x;Un) = y

)=P(
Un ∈ I (x, y)

)= |I (x, y)| = P (x, y).

Le proposition est donc établie. C.Q.F.D.

Le théorème suivant montre que l’état présent d’une chaîne de Markov ne
dépend que de l’état antérieur («propriété de Markov») et le fait qu’une ma-
trice de transition n’est rien d’autre que la probabilité condititionnelle de pas-
ser d’un état à un autre en un pas de temps.
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+ THÉORÈME 8.5 (Propriété de Markov).
Une chaîne de MarkovXx satisfait la propriété suivante : pour toute collection

{x1, x2, . . . , xn−1, y} d’états de E

P
(
Xn = y

∣∣X0 = x, X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn−1 = xn−1
)=P(

Xn = y
∣∣Xn−1 = xn−1

)
= P (xn−1, y)

où P (x, y) =P(
F (x;U ) = y

)
.

Nous laissons le lecteur démontrer ce théorème.
Nous constatons que la matrice de transition P s’interprète comme une proba-
bilité conditionnelle :

P (x, y) ≡
«probabilité que Xn = y à un instant n sachant que Xn−1 = x à l’instant n −1».

Le fait que la matrice de transition P ne dépend pas du temps signifie que la
probabilité de passer d’un état x à un état y en un pas de temps ne dépend pas
de l’instant auquel on est :

∀k ∈N, P(Xk = y
∣∣Xk−1 = y) = P (x, y).

C’est le caractère «homogène» de la chaîne de Markov.

+ REMARQUES 8.6. Les probabilités conditionnelles du théorème s’interprètent comme
des probabilités conditionnelles d’événements. Par exemple,

P
(
Xn = y

∣∣X0 = x, X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn−1 = xn−1
)=P(A|B) = P(A∩B)

P(B)

où A = {Xn = y} et B = {X0 = x, X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn−1 = xn−1}. L’événement B
est une intersection des événements {X0 = x}, {X1 = x1},...,{Xn−1 = xn−1}.
Dans la formule précédente, on suppose bien sûr que les deux probabilités condi-
tionnelles sont bien définies, c.-à-d. que P

(
X0 = x, X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn−1 =

xn−1
)> 0 (ce qui implique queP

(
Xn−1 = xn−1

)> 0).

La plupart des livres prennent la propriété de Markov comme définition
d’une chaîne de Markov (homogène). Cette définition donne celle de la ma-
trice de transition comme la probabilité conditionnelle P(Xn = y

∣∣Xn−1 = x).
Certains montrent ensuite qu’une chaîne de Markov ainsi définie est une ré-
currence aléatoire au sens de la Définition 8.1. C’est une affaire de goût puisque
c’est mathématiquement équivalent. Nous pensons les chaînes de Markov comme
un système dynamique aléatoire tandis que d’autres les pensent de façon pro-
babiliste.
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Étant donné une chaîne de MarkovXx d’état initial x, on se demande qu’elle
est la probabilité que X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xk = xk pour des états x0, x1, . . . , xk

donnés. Autrement dit, quelle est la probabilité que la chaîne de Markov visite
successivement les états x0, x1, . . . , xk en étant partie de l’état x ? La propriété de
Markov nous donne la réponse :

(8.1) P
(
X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xk = xk

)= δxx0 P (x, x1)P (x1, x2) · · ·P (xk−1, xk )

où δx y est le symbole de Kronecker.( 2) En particulier

(8.2) P
(
X1 = x1, . . . , Xk = xk

∣∣X0 = x
)= P (x, x1)P (x1, x2) · · ·P (xk−1, xk ).

Pour démontrer (8.1), on procède par des conditionnements successifs et on
applique la propriété de Markov à chaque étape

P
(
X0 = x0, . . . , Xk = xk

)
=P(

X0 = x0, . . . , Xk−1 = xk−1
)
P

(
Xk = xk

∣∣ X0 = x0, . . . , Xk−1 = xk−1
)

=P(
X0 = x0, . . . , Xk−1 = xk−1

)
P (xk−1, xk )

...

= δxx0 P (x0, x1)P (x1, x2) · · ·P (xk−1, xk ) .

À la dernière étape, on a utilisé que certainement X0 = x.

Extension de la propriété de Markov Étant donné une chaîne de MarkovXx

et des états x1, . . . , xn−1, y1, . . . , yq , la propriété de Markov se généralise ainsi :

P
(
Xn+1 = y1, Xn+2 = y2, . . . , Xn+q = yq

∣∣X0 = x, X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn = xn
)(8.3)

=P(
X1 = y1, X2 = y2, . . . , Xq = yq

∣∣X0 = xn
)
.

(8.4)

Ceci s’interprète en énonçant que, conditionnellement à {Xn = xn}, le proces-
sus décalé en temps (Xn+k ;k Ê 0) est une chaîne de Markov de matrice de tran-
sition P avec état initial xn et indépendante du passé {X0 = x, X1 = x1, X2 =
x2, . . . , Xn−1 = xn−1}.

- EXERCICE 8.2.1. Démontrer l’identité précédente.

Si on introduit les événements An+q
n ≡ {

Xn = y1, . . . , Xn+q = yq
}

et An−2
0 ≡ {

X0 =
x, . . . , Xn−2 = xn−2

}
, on peut réécrire l’identité (8.3) sous la forme

P
(

An+q
n

∣∣Xn−1 = xn−1, An−2
0

)=P(
An+q

n

∣∣Xn−1 = xn−1
)

2. δx y = 1 si x = y ou 0 si x 6= y .
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soit encore

P
(

An−2
0 ∩ An+q

n

∣∣Xn−1 = xn−1
)=P(

An−2
0

∣∣Xn−1 = xn−1
)
P

(
An+q

n

∣∣Xn−1 = xn−1
)
.

Cette identité s’énonce : « conditionnellement à l’événement Xn−1 = xn−1, ce
qui arrive à partir de l’instant n est indépendant de ce qui a eu lieu jusqu’à
l’instant n −2.».

- EXERCICE 8.2.2. Quelle est la forme de la matrice de transition quand (Xn ;n Ê 1)
est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées ?

- EXERCICE 8.2.3. Quelle est la forme de la matrice de transition quand (Xn ;n Ê 1)
est une suite déterministe.

- EXERCICE 8.2.4. Soit P une matrice de transition. Vérifier que P k est une matrice
de transition quel que soit k Ê 2.

8.2.3 Exemples de chaînes de Markov

Les exemples suivants sont construits soit sous la forme d’une récurrence aléa-
toire soit par leur matrice de transition.

Chaîne de Markov à deux états On prend E = {1,2} et on se donne p =P(Xn+1 =
2|Xn = 1) et q =P(Xn+1 = 1|Xn = 2) c.-à-d. la matrice de transition

P =
(
1−p p

q 1−q

)

où p, q ∈ [0,1]. On a ainsi paramétré toutes les chaînes de Markov à deux états.
On peut représenter cette matrice sous forme d’un graphe de transition :

1 2

p

1− p

q

1− q

FIGURE 8.1
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Le temps qu’il va faire Imaginons un pays où la météo se comporte comme
suit : il n’y a jamais deux jours consécutifs de soleil : si le temps est ensolleillé
un jour, il pleut ou il neige le jour suivant avec une probabilité 1/2. Un jour de
pluie ou de neige est suivi soit d’un jour avec le même temps soit avec un temps
différent. Ces deux événements ont la même probabilité, et lorsque le temps
change, les deux temps possibles ont la même probabilité. Nous modélisons
l’évolution de la météo par une chaîne de Markov à temps discret, avec le jour
comme unité de temps. Nous prenons comme espace d’état E = {

�,�,�
}
. La

matrice de transition est 
� � �

� 0 1/2 1/2
� 1/4 1/2 1/4

� 1/4 1/4 1/2


Cette matrice nous dit par exemple qu’après un jour ensoleillé survient un jour
pluvieux avec probabilité 1/2, ou bien qu’un jour de neige est suivi avec proba-
bilité 1/4 d’un jour ensoleillé. Le graphe de transition associé est donné dans la
fig. 8.2.

FIGURE 8.2: Graphe de transition du modèle de météo

Des questions naturelles se posent pour cette chaîne de Markov. Par exemple,
supposons qu’il pleuve aujourd’hui. Quelle est la probabilité qu’il fasse soleil

dans deux semaines ? Autrement dit, combien vaut P
(

X14 =�
∣∣∣X0 =�

)
? Ou

bien : combien de jours pleuvra-t-il en moyenne durant le mois prochain ?

Promenades au hasard (marche aléatoire) Les promenades ou promenades
aléatoires sont des exemples fondamentaux de chaînes de Markov. La prome-
nade aléatoire la plus simple est la promenade aléatoire symétrique sur Z qui
consiste à faire un pas soit vers la droite soit vers la gauche avec la même pro-
babilité 1/2. La figure 8.3 montre plusieurs réalisations d’une telle promenade
partant initialement de l’origine. Bien sûr, on pourrait prendre n’importe quel
autre point de départ. Nous l’avons rencontrée au chapitre 6 de la partie I.
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FIGURE 8.3: Positions d’une promenade aléatoire unidimensionnelle symé-
trique partant de 0 pour différentes réalisations.

On peut se demander si, avec probabilité un, le promeneur va repasser par
l’origine, ou bien partir à l’infini. Intuitivement, puisqu’on saute vers la gauche
ou la droite avec la même probabilité, on privilégie le premier scénario.

On peut bien sûr généraliser la promenade unidimensionnelle précédente
au cas bi-dimensionnel : cette fois-ci, on peut faire un pas soit vers le sud, soit
vers le nord, soit vers l’est, soit vers l’ouest avec une probabilité égale valant 1/4.
La figure suivante montre la simulation de trois réalisations d’une telle prome-
nade partant de l’origine.

FIGURE 8.4: Trois réalisations d’une promenade aléatoire bi-dimensionnelle sy-
métrique partant de l’origine (10000 pas de temps).

Là aussi, on peut se demander si le promeneur va retourner à l’origine avec
probabilité un. En dimension 3, où on a deux degrés de liberté supplémentaires
(haut-bas), on a la figure suivante pour trois réalisations partant de l’origine.

Il y a un comportement radicalement différent entre des promenades aléa-
toires en dimension 1 ou 2 et en dimension 3 ou plus : tandis qu’en dimension
1 ou 2, on revient à l’origine, en dimension 3 ou plus, on ne revient jamais, avec
probabilité un.

- EXERCICE 8.2.5. Quel est l’espace d’état d’une promenade aléatoire sur Zd ?
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FIGURE 8.5: Trois réalisations d’une promenade aléatoire tri-dimensionnelle
symétrique partant de l’origine (10000 pas de temps).

Écrire la matrice de transition pour une promenade aléatoire simple et symé-
trique surZd . Écrire également une telle promenade comme une récurrence aléa-
toire.

Il y a de nombreuses variantes de ces processus : les sauts peuvent être biai-
sés, il peut y avoir un bord absorbant ou réfléchissant, etc.

Chaînes de naissance & mort Cet exemple est une généralisation de la pro-
menade aléatoire simple. Il s’agit d’une chaîne à valeurs dans E = {0,1,2, . . . , N }
ou dans E =N0. Si la chaîne est dans l’état x à un certain instant, elle ne peut, à
l’instant suivant qu’être dans les états x −1, x ou x +1 (à condition que celui-ci
appartienne à E). Sa matrice de transition s’écrit

P (x, y) =


qx si y = x −1

rx si y = x

px si y = x +1

0 sinon.

avec px , qx et rx positifs et px + qx + rx = 1 (évidemment q0 = 0 et pN = 0 si
E = {0,1,2, . . . , N }). Voici le graphe de transition correspondant :
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FIGURE 8.6

La terminologie «naissance et mort» provient du cas où cette chaîne représente
l’évolution d’une population (une transition de x à x+1 correspond à une nais-
sance, de x à x−1 à une mort) mais celle-ci peut servir à modéliser bien d’autres
contextes. Lorsque px , qx et rx ne dépendent pas de x, on a une promenade
aléatoire simple.

Processus de Bienaymé-Galton-Watson Nous avons étudié ce processus dans
le chapitre 2 de la partie I. On peut véfifier que c’est une chaîne de MarkovXx ,
x = 1, dont la matrice de transition est la suivante : pour tous x Ê 1 et y Ê 0

P (x, y) =P(Xn+1 = y |Xn = x) =P
( x∑

k=1
ξn+1

k = y
)

= ∑
k1,...,kx∈N0
k1+···+kx=y

pk1 · · ·pkx

et P (0, y) = δ0y pour tout y Ê 0.

Chaînes de Markov vue commes des promenades aléatoires sur un graphe
Une matrice de transition P est souvent représentée par son graphe de transi-
tion : c’est un graphe dont les nœuds sont les états E et qui a une arête orientée
de x vers y si et seulement si P (x, y) > 0. Nous déjà vu des exemples ci-dessus.
Une représentation souvent commode d’une chaîne de Markov est celle d’un
un "promeneur" fictif qui saute d’un sommet à un autre du graphe de transi-
tion.

8.3 Loi de probabilité initiale & son évolution

8.3.1 Loi de probabilité initiale

Nous n’avons considéré jusqu’ici que des cas où nous connaissons exactement
l’état du processus à l’instant 0 : le promeneur part de l’origine, il y a un individu
à la génération 0 dans le modèle de Bienaymé-Galton-Watson, on sait qu’il fait
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soleil aujourd’hui, etc.
La généralisation naturelle est de se donner une loi de probabilité initiale ν, c.-
à-d. une collection de nombres {ν(y); y ∈ E } tels que ν(y) ∈ [0,1] et

∑
y∈E ν(y) =

1. Si on sait que le processus est dans l’état x, cela revient à considérer la loi de
probabilité dégénérée δx telle que δx(y) = δx y . Si on ne sait pas dans quel état
il est, on va attribuer un poids relatif à chaque état en se donnant {ν(x); x ∈ E }.
Une façon imagée de voir une loi de probabilité sur E est la suivante : on a une
«masse» unité qu’on répartit entre les différents états, ν(x) sera le pourcentage
qu’on aura attribué à l’état x.
Cela soulève plusieurs questions :

� y-a-t’il une loi de probabilité initiale «naturelle» pour le processus ? et
que signifie «naturelle» ?
� si on prend n’importe quelle loi de probabilité initiale, comment évolue-

t-elle ? Tend-elle vers une loi de probabilité naturelle ?
Si on ne sait rien, la loi uniforme sur E , c.-à-d. ν(y) = 1

cardE , est une loi de pro-
babilité initiale raisonnable. Mais ce n’est pas possible si E est dénombrable car
ce n’est pas une loi de probabilité. Nous répondrons à toutes ces questions par
la suite.

Terminons cette sous-section en étendant ce que nous avons fait pour une
loi de probabilité initiale concentrée sur un état particulier. On suppose qu’on
a une chaîne de Markov dont l’état initial n’est pas connu avec certitude, on se
donne donc une loi de probabilité initiale ν qui donne un poids relatif ν(x) à
chaque état x ∈ E . On noteXν le processus ainsi défini.
La Définition 8.1 se généralise facilement. La modification à apporter consiste
à se donner une variable aléatoire X0 indépendante de (Un ;n Ê 1) et telle que
P(X0 = x) = ν(x), x ∈ E .
L’identité (8.1) se généralise immédiatement :

(8.5) P
(
X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xk = xk

)= ν(x0)P (x0, x1)P (x1, x2) · · ·P (xk−1, xk ).

1 NOTATIONS 8.7. Quand c’est nécessaire, on notePν0 la probabilité associée à une
chaîne de MarkovXν0 et Px la probabilité associée à une chaîne de MarkovXx

c.-à-d.Pδx . On omet ces indices si la loi de probabilité initiale est fixée.

8.3.2 Évolution d’une loi de probabilité

SoitXν0 une chaîne de Markov sur E , de matrice de transition P , dont l’état ini-
tial est choisi aléatoirement sur E selon la loi de probabilité ν0. Après n pas de
temps, Xn suit une loi de probabilité qu’on notera νn . Notre but est de l’expri-
mer en fonction de ν et de P .
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Définisson d’abord le produit νP entre une loi de probabilité {ν(x); x ∈ E } et P :

(νP )(y) = ∑
x∈E

ν(x)P (x, y), y ∈ E .

Si E est fini, il s’agit du produit à gauche ν†P entre ν† ≡ (ν(x); x ∈ E) vu comme
un vecteur transposé et une matrice. Par convention, on omet le symbole trans-
posé †. En pratique on écrit simplement νP (x) au lieu de (νP )(x).
Pour n Ê 1, le produit matriciel P n+1 s’écrit :

P n+1(x, y) = (
P ×P n)

(x, y) = ∑
z∈E

P (x, z)P n(z, y) = ∑
z∈E

P n(x, z)P (z, y)

pour tout x, y ∈ E , avec la convention P 1 = P . En particulier

P n(x, y) = ∑
{x1,...,xn−1}∈E n−1

P (x, x1)P (x1, x2) . . .P (xn−1, y).

Plus généralement, pour m,n Ê 1,

P m+n(x, y) = ∑
z∈E

P m(x, z)P n(z, y) = ∑
z∈E

P m(x, z)P n(z, y).

Ces identités purement algébriques ont une signification probabiliste claire :
pour aller de l’état x à l’état y en m +n pas, il faut passer au bout de m pas de
temps par un état intermédiaire z ; depuis cet état il faut n pas de temps pour
arriver en y . À cause de la propriété de Markov, les deux parties du voyage sont
indépendantes. Il faut bien sûr sommer sur tous les états intermédiaires z. On
peut également décider de faire d’abord n pas de temps puis m pas de temps,
le résultat final est le même. Nous allons écrire cela mathématiquement.

+ PROPOSITION 8.2.
SoitXν0 une chaîne de Markov sur E, de matrice de transition P. La loi de pro-

babilité νn de Xn est donnée par

(8.6) νn(x) = νn−1P (x) = ν0P n(x), ∀x ∈ E .

On a aussi

(8.7) P(Xn = y
∣∣X0 = x) = P n(x, y), ∀x, y ∈ E ,

c.-à-d. que la probabilité d’être dans l’état y au bout de n pas de temps sachant
qu’on est parti de l’état x est l’élément P (x, y) de la puissance n-ième de la ma-
trice de transition.
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Démonstration. Pour obtenir la loi de Xn , on écrit que Xn−1 peut passer par
tous les états possibles (la somme des probabilités de ces événements étant
bien sûr égale à un) :

νn(y) =P(
Xn = y

)= ∑
x∈E
P

(
Xn−1 = x, Xn = y

)= ∑
x∈E
P

(
Xn−1 = x

)
P

(
Xn = y

∣∣ Xn−1 = x
)

= ∑
x∈E

νn−1(x)P (x, y) = νn−1P (y) = ν0P n(y) ,

où la dernière relation s’obtient par récurrence. On vérifie aisément que νn est
une loi de probabilité, c.-à-d. que

∑
x∈E νn(x) = 1.

Pour démontrer la deuxième identité, on écrit que X1, . . . , Xn−1 peuvent prendre
toutes les valeurs possibles et l’identité (8.2) :

P(Xn = y
∣∣X0 = x) = ∑

{x1,...,xn−1}∈E n−1

P(X1 = x1, . . . , Xn−1 = xn−1, Xn = y
∣∣X0 = x)

= ∑
{x1,...,xn−1}∈E n−1

P (x, x1)P (x1, x2) . . .P (xn−1, y) = P n(x, y).

La proposition est démontrée. C.Q.F.D.

On interprète l’équation (8.6) en disant que la probabilité d’observer Xn en y
est la somme des probabilités de toutes les histoires possibles de la chaîne de
Markov partant de x0 et arrivant en y au temps n

νn(y) = ∑
{x0,x1,...,xn−1}∈E n

ν0(x0)P (x0, x1)P (x1, x2) . . .P (xn−1, y), ∀y ∈ E .

+ REMARQUES 8.8. Observons qu’à cause du fait que P ne dépend pas du temps,
l’identité (8.7) se généralise immédiatement :

(8.8) P(Xk+n = y
∣∣Xk = x) = P n(x, y), ∀x, y ∈ E ,k Ê 0.

Autrement dit, pour passer de l’état x à l’état y en n pas de temps, l’instant où on
se trouve en x ne joue aucun rôle. Seul compte le nombre de pas. On peut aussi
écrire que

(8.9) P(Xn2 = y
∣∣Xn1 = x) = P n2−n1 (x, y), 0 É n1 < n2.

Évolution d’une fonction Nous avons vu comment évolue une loi de proba-
bilité au cours du temps sous l’action d’une matrice de transition. Considérons
maintenant une fonction bornée g : E →R et définissons

P g (x) = ∑
y∈E

P (x, y)g (y).
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Si E est fini, il s’agit du produit à droite P g entre la matrice P et g = {g (x); x ∈ E }
vu comme un vecteur dont les coordonnées sont des nombres réels. Quelle est
la valeur moyenne de g (Xn) sachant que l’état initial est x ? Voici la réponse :

(8.10) E
[
g (Xn)

∣∣X0 = x
]= P n g (x).

- EXERCICE 8.3.1. Démontrer cette identité. Quand la loi de probabilité initniale
est ν, montrer queE

[
g (Xn)

]= νP n g .

8.4 Temps d’arrêt et propriété de Markov forte

Cette section peut être ignorée en première lecture.
Un temps d’arrêt T associé à un processus stochastique à temps discret (Xn ;n ∈
N0) est une variable aléatoire à valeurs dansN∪{+∞} telle que pour tout n Ê 0,
l’événement {T = n} est entièrement déterminé par les variables {X0, . . . , Xn},
c’est-à-dire que pour tout n il existe une fonction θn : E n →R telle que

1{T=n} = θn(X0, . . . , Xn) .

Un temps d’arrêt très souvent utilisé est le premier temps d’atteinte d’un sous
ensemble A ⊂ E par le processus (Xn ;n ∈N0) :

TA = inf
{
n : Xn ∈ A

}
.

On a alors
1{TA=n} =1{X0 6∈A,...,Xn−1 6∈A,Xn∈A} .

Le temps d’arrêt permet de stopper un processus (Xn ;n ∈ N0) à un temps n
uniquement en fonction du passé et du présent ; il ne doit pas contenir d’infor-
mation sur ce qui se passe au delà du temps n.
L’exemple classique de variable aléatoire qui n’est pas un temps d’arrêt est le
dernier temps de visite d’un état.

Nous avons vu que la propriété de Markov implique que, conditionnelle-
ment au fait qu’on connaisse l’état de Xn , ce qui se passe avant n’influe pas sur
ce qui se passe après le temps n. Elle implique aussi que le processus décalé
en temps (Xn+k ;k Ê 0} demeure, conditionnellement à {Xn = x}, une chaîne de
Markov de matrice de transition P partant de x au temps 0. Nous allons étendre
ces propriétés à des instants aléatoires.

+ THÉORÈME 8.9 (Propriété de Markov forte).
SoitXν0 une chaîne de Markov de matrice de transition P et de loi de probabilité
initiale ν0. On considère un temps d’arrêt T pour cette chaîne de Markov.
Conditionnellement aux événements {T < +∞} et {XT = x}, le processus décalé
en temps (XT+k ;k Ê 0) est une chaîne de Markov de matrice de transtion P par-
tant de l’état initial x et indépendante de {X0, X1, . . . , XT−1}.
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Démonstration. Soit B un événement dépendant uniquement de {X0, X1, . . . , XT }.
Alors pour tout entier `, l’événement B∩{T = `} est déterminé uniquement par
{X0, X1, . . . , X`}. On peut donc écrire pour tout k Ê 0

Pν0

(
{XT = x0, XT+1 = x1, . . . , XT+k = xk }∩B ∩ {T = `}∩ {XT = x}

)
=Pν0

(
{X` = x0, X`+1 = x1, . . . , X`+k = xk }∩B ∩ {T = `}∩ {X` = x}

)
=Px

(
{X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xk = xk }

)
Pν0

(
B ∩ {T = `}∩ {X` = x}

)
où la dernière égalité est une conséquence de la propriété de Markov. Il suffit
de sommer ces équations pour toutes les valeurs de `. On obtient

Pν0

(
{XT = x0, XT+1 = x1, . . . , XT+k = xk }∩B ∩ {XT = x}∩ {T <∞}

)
=Px

(
{X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xk = xk }

)
Pν0

(
B ∩ {XT = x}∩ {T <∞}

)
.

On a donc

Pν0

(
{XT = x0, XT+1 = x1, . . . , XT+k = xk }∩B

∣∣ {XT = x}∩ {T <∞}
)

=Px
(
{X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xk = xk }

)
Pν0

(
B

∣∣ {XT = x}∩ {T <∞}
)

ce qui conclut la démonstration du théorème. C.Q.F.D.

8.5 Espace d’état fini

Nous allons d’abord nous restreindre aux espaces d’état finis car un espace
d’état dénombrable conduit à des difficultés supplémentaires et de nouveaux
phénomènes. Nous étudierons le cas dénombrable dans la section suivante.

Dans la section précédente, nous avons déterminer comment évolue une
loi de probabilité au cours du temps : si P est la matrice de transition de la
chaîne de MarkovXν0 alors, pour tout n Ê 1, νn = νn−1P , où νn(x) =Pν0 (Xn =
x) est la loi de probabilité de Xn . Notre but est d’étudier les lois de probabilité
invariantes, c.-à-d. les lois de probabilité µ telles que µ= µP . Ces lois joueront
un rôle clé dans le comportement asymptotique des chaînes de Markov. Nous
verrons plus tard en quoi elles sont naturelles.

8.5.1 Loi de probabilité invariante

X DÉFINITION 8.10.
SoitX une chaîne de Markov d’espace d’état E et de matrice de transition P. La

loi de probabilité µ est dite invariante pour cette chaîne de Markov si µP = µ,
c.-à-d. si

µ(y) = ∑
x∈E

µ(x)P (x, y), ∀y ∈ E .
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Si la chaîne de Markov est telle que X0 suit une loi de probabilité invariante µ,
alors la loi de Xn resteµ pour tout n Ê 1. On dit que le processus est stationnaire
car

Pµ(X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xk = xk ) =Pµ(Xm = x0, Xm+1 = x1, . . . , Xm+k = xk )

pour tout m Ê 1 et pour tout {x0, x1, . . . , xk } ∈ E k+1. Autrement dit, si le processus
passe successivement par les états x0, x1, . . . , xk donnés, la probabilité de cet
événement ne dépend pas du temps à partir duquel on voit cette succession
d’états.

- EXERCICE 8.5.1. Démontrer l’identité précédente.

1. une chaîne de Markov admet-t-elle toujours une loi de probabilité inva-
riante ?

2. si oui, combien y en a-t’il ?

Nous allons voir que la réponse à la première question est positive (mais ce ne
sera plus le cas quand on prendra E dénombrable). La réponse à la seconde
question va dépendre du «squelette» de la matrice de transition ou du graphe
orienté qu’on va lui associer. Avant d’énoncer un théorème d’existence abstrait
des lois de probabilité invariantes, étudions un exemple simple où tout se cal-
cule explicitement.

8.5.2 Chaîne à deux états : un cas particulier instructif

Les chaînes de Markov à deux états sont un «laboratoire» dans lequel on peut
tout calculer explicitement et observer tous les comportements fondamentaux
des chaînes de Markov d’espaces d’état finis. On reprend E = {1,2} et la matrice
de transition

P =
(
1−p p

q 1−q

)
où p, q ∈ [0,1]. On résout facilement l’équation µP =µ.

� Si p, q 6= 0 on trouve

(8.11) µ(1) = q

p +q
, µ(2) = p

p +q
·

C’est l’unique loi de probabilité invariante.
� Si p = q = 0, il est impossible de passer de l’état 1 à l’état 2 ou de l’état 2 à

l’état 1 : si on part de l’état 1, on y reste ; idem pour l’état 2. Si µ1(x) = δ1x

on a bien µ1P = µ1 et si µ2(x) = δ2x on a bien µ2P = µ2. On peut vérifier
facilement que toute combinaison de la forme λµ1 + (1−λ)µ2, avec λ ∈
[0,1], est une loi de probabilité invariante : on a donc une infinité de lois
de probabilité invariantes !
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� Considérons le cas où il n’y a pas de transition possible de l’état 1 vers
l’état 2, c.-à-d. p = 0, et prenons q 6= 0. Les formules (8.11) sont valides
et on trouve que l’unique loi de probabilité invariante est µ1 (elle n’at-
tribue aucun poids à l’état 2). Intuitivement, si on part d’une réparti-
tion de «masse» entre 1 et 2, disons 50% pour chacun, la masse «fuit» de
l’état 2 vers l’état 1 tandis que celle qui se trouve dans l’état 1 y reste ; on
sent bien qu’il va finir par ne plus en avoir en 2 tandis qu’elle sera toute
concentrée en 1.

Cet exemple élémentaire révèle un phénomène général : le support et l’unicité
d’une loi de probabilité invariante dépendent de la structure de la matrice de
transition P . Nous aurons besoin d’une nouvelle notion pour analyser l’unicité
des lois de probabilité invariantes.

Les formules (8.11) nous indiquent que µ reflète le comportement intrin-
sèque du processus. On peut en avoir l’intuition en regardant un cas extrême,
celui où p est très proche de 0 tandis que q est très proche de 1. En effet, si
on démarre en 2, on va sauter en 1 en un pas avec une probabilité très grande.
Comme il est très improbable de retourner en 2, la fraction du temps passé dans
l’état 1 va être très proche de 1. De façon complémentaire, la fraction du temps
passé dans l’état 2 est très proche de 0 puisqu’on quitte cet état avec une très
grande probabilité au bout d’un pas de temps. Or l’unique loi de probabilité
invariante donne dans ce cas un poids 1 à l’état 1 et un poids nul à l’état 2. Ceci
n’est pas un accident : ce cas spécial laisse entrevoir un lien entre les temps
relatifs passés dans chaque état et les poids donnés par la loi de probabilité
invariante. Nous verrons que tel est bien le cas.

Prenons maintenant une loi de probabilité ν quelconque comme loi initiale
et souvenons-nous qu’elle satisfait la récurrence νn = νn−1P (cf. Proposition
(8.2)). On note ϑ≡ 1−p −q et on obtient

νn(1) =
(
ν0(1)− q

p +q

)
ϑn + q

p +q
= (ν0(1)−µ(1))ϑn +µ(1)(8.12)

νn(2) =
(
ν0(2)− p

p +q

)
ϑn + p

p +q
= (ν0(2)−µ(2))ϑn +µ(2).(8.13)

- EXERCICE 8.5.2. Obtenir les formules précédentes. Montrer aussi que

lim
n→∞P n = 1

p +q

(
q p
q p

)
.

Si 0 < p+q < 2 (c.-à-d.ϑ ∈ ]0,1[), on constate queνn(1) (resp.νn(1)) converge
à une vitesse géométrique vers µ(1) (resp. µ(2)) : en partant d’une loi de proba-
bilité quelconque, la loi de probabilité de la chaîne au temps temps n converge
très rapidement vers l’unique loi de probabilité invariante. On a donc une sorte
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de «stabilité» de la loi de probabilité invariante : quand on se «trompe» de la loi
initiale, on tend très vite vers la loi invariante. ( 3)
Les formules (8.12)-(8.13) montrent un cas spécial où cette convergence ne se
produit pas : c’est quand 1− p − q = −1, c.-à-d. quand p = q = 1. Si la chaîne
démarre par exemple de l’état 1, elle va repasser dans cet état seulement aux
temps pairs et passer aux instants impairs dans l’état 2 : la dynamique est «os-
cillante» ou périodique. On a par exemple P1(Xn = 1) = 1−P1(Xn = 2) = (1+
(−1)n)/2 : si on démarre de l’état 1, il n’y a pas convergence de la suite des lois
(P1(Xn = ·)).
La chaîne de Markov à deux états nous montre donc que la loi du processus au
temps n converge vers la loi de probabilité invariante si elle n’a pas un compor-
tement périodique. Nous verrons que c’est un phénomène général qu’on peut
caractériser précisément.

Dès que l’espace d’état a trois éléments ou plus, on se doute qu’on ne pourra
pas mener explicitement les calculs précédents. Heureusement nous pourrons
connaître le comportement des chaînes de Markov pour des temps longs sans
avoir à faire de tels calculs qui sont non seulement inutiles mais aussi ineffi-
caces.

8.5.3 Existence des lois de probabilité invariantes

Puisque l’espace d’état E est supposé fini, une loi de probabilité ν= {ν(x); x ∈ E }
peut être interprétée comme un vecteur à valeurs dans [0,1]card(E). L’espace
[0,1]card(E) est compact comme sous-ensemble deRcard(E). Si vous êtes un ana-
lyste, vous allez appliquer un argument de compacité. Une autre voie est d’ap-
pliquer un théorème d’algèbre important, le théorème de Perron-Frobenius.

+ THÉORÈME 8.11.
Pour toute chaîne de Markov d’espace d’état fini E, il existe une loi de probabilité
invariante.

Démonstration. À une loi de probabilité ν donnée sur E , on associe

νn = 1

n

n∑
k=1

νP k .

On vérifie aisément que νn est une loi de probabilité sur E pour tout n Ê 2. Les
vecteurs {νn(x)}x∈E prennent leurs valeurs dans l’ensemble compact [0,1]Card(E).
Il existe donc une suite extraite νnk qui converge vers une limite dans E qu’on
note µ :

lim
k→+∞

νnk (x) =µ(x), ∀x ∈ E .

3. Si p = 0 et q > 0, on constate que la masse fuit de l’état 2 géométriquement vite et se
concentre géométriquement vite dans l’état 1.
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Vérifions que µ est une loi de probabilité :

lim
k→+∞

∑
x∈E

νnk (x)︸ ︷︷ ︸
=1

= ∑
x∈E

lim
k→+∞

νnk (x) = ∑
x∈E

µ(x).

On a pu inverser la limite et la sommation sur les états car c’est une somme
finie.
Vérifions maintenant que µ est invariante. Par construction

νnP = 1

n

n∑
k=1

νP k+1 = νn + 1

n

(
νP n+1 −ν)

.

Pour chaque x de E , la suite (νnP (x)−νn(x);n Ê 1) converge donc vers 0. En
effet, νP n(x) et ν(x) sont des nombres réels dans [0,1], donc |νP n+1(x)−ν(x)| É
2. En passant à la limite, on en déduit que µ est invariante car

µP (x)−µ(x) = lim
k→+∞

νnk P (x)−νnk (x) = 0, ∀x ∈ E .

C.Q.F.D.

Une autre démonstration est donnée par une application directe du théorème
de Perron-Frobenius.

8.5.4 Indécomposabilité d’une matrice de transition

Comme l’a suggéré l’exemple de la chaîne de Markov à deux états, il nous faut
une notion d’indécomposabilité pour espérer avoir l’unicité d’une loi de pro-
babilité invariante.

États communiquants et matrice de transition irréductible Commençons
par formaliser le fait qu’une chaîne de Markov puisse aller d’un état à un autre.

X DÉFINITION 8.12.
Soient x, y deux états. On dit que

— x conduit à y, et on note x y, s’il existe un entier n ≥ 0 tel que

P(Xn = y |X0 = x) = P n(x, y) > 0.

— x et y communiquent (on note x! y), si x conduit à y et y conduit à x.

L’entier n tel queP(Xn = y |X0 = x) > 0 dépend de x, y .
Observons que par définition x communique avec lui-même carP(X0 = y |X0 =
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x) = 1. Pour n Ê 1, P n(x, y) =∑
x1,...,xn−1∈E n−1 P (x, x1) · · ·P (xn−1, y). Donc, la condi-

tion P n(x, y) > 0 équivaut au fait qu’il existe des états y1, . . . , yn−1 tels que

P (x, y1) · · ·P (yn−1, y) > 0.

Cette condition s’interprète facilement : il existe au moins un chemin orienté
(x → y1 →···→ yn−1 → y) dans le graphe de transition associé à P .

On vérifie facilement que la relation! est symétrique (si x! y alors y!
x) et transitive : si x ! y et y ! z alors x ! z. En résumé, la relation!
est une relation d’équivalence. Il est alors naturel de décomposer E en classes
d’équivalence :

X DÉFINITION 8.13 (Classes de communication).
Soit P une matrice de transition définie sur un espace d’état E. Les états de E

se répartissent en classes d’équivalence pour la relation ! qu’on appelle des
classes de communication.
Lorsqu’il n’y a qu’une seule classe de communication, on dit que la matrice de
transition P est dite irréductible.

Voici un exemple illustrant cette définition :

FIGURE 8.7

- EXERCICE 8.5.3. Soit n Ê 1 et P une matrice de transition. Montrer que P n a les
mêmes classes de communication que P.

Il y a quatre classes de communication : {1}, {2,3}, {4,5} et {6}. Les deux der-
nières se distinguent des deux premières. En effet, si le processus entre dans
l’une d’elles, il y reste pour toujours car il ne peut plus en sortir : il est absorbé.
Cela justifie la définition générale suivante :

X DÉFINITION 8.14 (Classe de communication absorbante, état absorbant).
Un sous-ensemble d’états E0 ⊂ E formant une classe de communication est dit

absorbant si pour tout x ∈ E0

∃y tel que x y =⇒ y ∈ E0.
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Quand une classe de communication absorbante se réduit à un état, on dit que
l’état est absorbant.

Le fait que x soit absorbant équivaut au fait que P (x, x) = 1. On a doncPx
(
X1 =

x, X2 = x, . . . , Xn = x
)= (

P (x, x)
)n = 1 pour tout n Ê 1, doncPx

(∀n, Xn = x
)= 1.

À partir de l’exemple précédent, on peut se forger l’intuition suivante : si à
l’instant 0 on répartit une masse unité entre les différents états, la proportion
qui se trouve dans des classes qui ne sont pas absorbantes va «fuir» vers les
classes absorbantes où elle va y rester. La masse qui se trouvait dans une classe
absorbante à l’instant 0 va y rester. On s’attend à ce sa répartition change dans
chaque classe absorbante.
Cela généralise ce que nous avions observé pour la chaîne de Markov à deux
états dans le cas p = q = 0. On s’attend donc à ce que chaque classe absorbante
supporte une loi de probabilité invariante. A contrario, s’il n’y a qu’une seule
classe de communication (qui est forcément absorbante), on s’attend à ce qu’il
n’y ait qu’une seule loi de probabilité invariante. Avant de le démontrer, définis-
sons une dernière notion fondamentale, celle d’irréductibilité, qui correspond
à la situation où il n’y a qu’une seule classe de communication :

X DÉFINITION 8.15 (Matrice de transition irréductible).
Soit P une matrice de transition définie sur un espace d’état E.
On dit que P est irréductible si pour toute paire d’états x, y, il existe n = n(x, y)
tel quePx(Xn = y) > 0.
De manière équivalente, cela signifie qu’il existe au moins un chemin (x → y1 →
···→ yn−1 → y) dans le graphe de transition qui mène de x à y, ce chemin étant
parcouru en n pas de temps.

Par abus de langage, on dit qu’une chaîne de Markov est irréductible si sa ma-
trice de transition l’est. Nous avons rencontré plusieurs exemples, comme le
modèle-jouet de météo dont le graphe est la Fig. 8.2.

Structure générale d’un graphe de transition D’après ce qui précède, il est
naturel de distinguer deux types d’états : ceux qui sont dans une classe de com-
munication absorbante, qu’on appelle essentiels et ceux qui ne le sont pas, qu’on
appelera inessentiels. Notons que si x est un état inessentiel alors il existe un
état y tel que x y mais y 6 x.
La figure suivante illustre l’allure générale qu’a un graphe de transition quand
on le représente en termes de classes de communication :

Les classes de communication C4,C5 sont absorbantes, les classes de com-
munication C1,C2,C3 ne le sont pas. Il peut y avoir des flèches entre deux classes
de communication non absorbantes mais elle ont forcément la même orienta-
tion.
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FIGURE 8.8: Représentation schématique d’un graphe de transition général

Du fait que l’espace d’état est fini, il n’y a bien sûr qu’un nombre fini de classes
de communication. Une fois les classes de communication non absorbantes
éliminées, il reste une collection de classes absorbantes disjointes.

Exemple : Fisher-Wright

+ REMARQUES 8.16. Le lecteur attentif aura remarqué que les définitions qui pré-
cèdent ne dépendent que de la matrice de transition P, pas de la loi de probabilité
initiale. Néanmoins il est d’usage de dire que la chaîne de MarkovX est irréduc-
tible si sa matrice de transition l’est. Il s’agit donc de propriétés qui ne dépendent
que de la structure de transition entre états.
Qui plus est, ces définitions ne prennent pas en compte la valeur précise de la
probabilité d’aller d’un état x à un état y en n pas de temps, seulement le fait que
c’est possible, c.-à-d. que cela a lieu avec une probabilité strictement positive. Au-
trement dit, des chaînes de Markov avec des probabilité de transition différentes
peuvent avoir le même «squelette».

8.5.5 Unicité des lois de probabilité invariantes et temps de re-
tour

+ THÉORÈME 8.17.
Soit P une matrice de transition irréductible définie sur un espace d’état E.

Il existe une unique loi de probabilité invariante µ (c.-à-d. µP = µ). De plus,
µ(x) > 0 pour tout x ∈ E. Autrement dit, la chaîne de MarkovXµ est un processus
stationnaire.

Temps d’entrée, temps de retour et irréductibilité Définisson le premier temps
Tx auquel la chaîne de MarkovX atteint un état x :

Tx ≡ inf
{
k Ê 0 : Xk = x

}·
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Définissons également
T +

x ≡ inf
{
k Ê 1 : Xk = x

}·
Il s’agit de deux temps d’arrêt. Ils coïncident sauf si x est l’état initial auquel cas
Tx = 0 tandis que T +

x est le premier temps de retour en x.
On peut reformuler le fait que x conduit à y en termes des temps T +

y :

x y ⇐⇒ Px
(
T +

y <∞)> 0.

En effet, on a les encadrements suivants :

∀k Ê 1, Px
(
Xk = y

)ÉPx
(
T +

y <∞)=Px

( ∞⋃
n=1

{Xn = y}
)
É

∞∑
n=1
Px

(
Xn = y

)
.

Donc
Px

(
T +

y <∞)> 0 ⇐⇒ ∃n Ê 1, Px
(
Xn = y

)> 0.

Si une chaîne de Markov est irréductible, cela équivaut au fait que pour tous
x, y ∈ E ,Px

(
T +

y <∞)> 0.
Le fait qu’on considère des espaces d’état finis a la conséquence suivante :

+ PROPOSITION 8.3.
Pour une chaîne de MarkovX irréductible (sur un espace d’état E fini), il existe

n0 Ê 1et 0 É ρ < 1 tels que

Px
(
T +

y Ê kn0
)É ρk , ∀k Ê 1.

En particulier

Ex
[
T +

y

]= ∞∑
`=1
Px

(
T +

y Ê `)<∞, ∀x, y ∈ E ,

c.-à-d. qu’avec probabilité un, il faudra un nombre fini de pas pour aller d’un
état x à un état y.

Lois de probabilité invariantes et temps de retour Nous avons vu qu’une
chaîne de Markov irréductible possède une unique loi de probabilité invariante
µ mais elle est implicite. On aimerait avoir une formule pour µ(x). En bonus,
nous verrons que la formule obtenue se généralise au cas des espaces d’état
dénombrables !

+ THÉORÈME 8.18 (Formule de Kač).
Pour une chaîne de Markov X irréductible sur un espace d’état fini E, l’unique

loi de probabilité invariante µ est donnée par

µ(x) = 1

Ex
[
T +

x
] , ∀x ∈ E .
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L’interprétation de ce théorème est que le poids relatif que la loi de probabilité
invariante donne à un état est d’autant plus petit que le temps de retour moyen
à cet état est grand. Nous verrons plus loin comment µ(x) s’interprète comme
la fréquence de visite asymptotique de l’état x par le processus.

Réversibilité Déterminer une loi de probabilité invariante n’est pas en géné-
ral une tâche aisée. Il faut résoudre le système d’équations linéaires

µ(y) = ∑
x∈E

µ(x)P (x, y), y ∈ E .

Si E a beaucoup d’éléments, cela fait un grand système à résoudre.
Nous allons donner une condition suffisante qui permet de trouver une loi de
probabilité invariante. On dit qu’une matrice de transition sur E est réversible
par rapport à une loi de probabilité ν si on a l’identité

ν(x)P (x, y) = ν(y)P (y, x), ∀x, y ∈ E .

- EXERCICE 8.5.4. Montrer que Pν
(
X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xn−1 = xn−1, Xn = xn

) =
Pν

(
Xn = xn , Xn−1 = xn−1, . . . , X1 = x1, X0 = x0

)
pour tout choix d’états x0, x1, . . . , xn

de E. Interpréter le résultat.

L’intérêt de cette notion est le suivant :

+ PROPOSITION 8.4.
Si une matrice de transition est réversible par rapport à une loi de probabilité µ

alors µ est invariante.

- EXERCICE 8.5.5. Démontrer la proposition.

8.6 Espace d’état infini

L’étude des chaînes de Markov avec un espace d’état infini est motivée par des
exemples que nous avons rencontrés auparavant : le processus de Bienaymé-
Galton-Watson a pour espace d’étatN0 = {0,1,2, . . .} ; une promenade aléatoire
symétrique en dimension d a pour espace d’étatZd . Le fait qu’un espace d’état
ne soit plus fini entraîne l’apparition de phénomènes nouveaux par rapport au
cas fini.

8.6.1 États récurrents, états transitoires

Il suffit de relire les définitions de classe de communication et d’irréductibilité
pour constater qu’elle ne dépendent pas du fait que l’espace d’état E est fini.
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( 4) Une chaîne de Markov irréductible d’espace d’état dénombrable est donc
définie de la même façon que dans le cas d’espace d’état fini : partant d’un état
quelconque x, on veut que la probabilité d’atteindre un état quelconque y en
un nombre n = n(x, y) d’étapes soit strictement positive, c.-à-d. P n(x, y) > 0.
Le cas d’un espace d’état dénombrable amène un nouveau phénomène : contrai-
rement à ce qu’affirme la Proposition 8.3, qui était valide dans le cas d’un es-
pace d’état fini, il n’est plus assuré qu’avec probabilité un une chaîne de Markov
irréductible puisse atteindre tout état en partant de tout autre en un nombre
fini d’étapes. En particulier, rien n’assure que, partant d’un état quelconque,
on y revienne au bout d’un temps fini.
Illustrons ce phénomène par l’exemple de la promenade au hasard sur Z sui-
vante : on se trouve en 0 à l’instant 0 (X0 = 0) ; au temps 1 on tire une variable
aléatoire qui vaut +1 avec probabilité p et −1 avec probabilité q . On suppose
que p > 1/2 (donc q = 1−p < 1/2). Et ainsi de suite. La position du marcheur à
l’instant n est donc Xn = Xn−1+ξn = ξ1+ξ2+·· ·+ξn . On a déjà vu que (Xn ;n Ê 0)
est une chaîne de Markov. Elle est irréductible si p est différent de 1.

+ PROPOSITION 8.5. Pour tout y É 0,P0(T +
y <∞) = 0. En particulierP0(T +

0 <∞) =
0, c.-à-d. le processus ne revient jamais à l’origine avec probabité un.

Démonstration. On va appliquer la loi forte des grands nombres à la somme
de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (ξi ; i Ê 1)
qui sont bornées. On aE[ξi ] = 2p −1 > 0 et

P
(

lim
n→∞

Xn

n
= 2p −1

)
= 1.

Donc, avec probabilité un, Xn →+∞ : le promeneur dérive vers la droite pour
toujours, donc il ne pourra jamais atteindre un état situé à gauche de l’origine
pas plus qu’il ne pourra revenir à l’origine. En faisant démarrer la promenade
depuis un état x > 0, on arriverait bien sûr à la même conclusion en remplaçant
l’origine par x quelconque dans l’énoncé. Notons que cet argument ne nous dit
rien sur le cas p = 1/2. C.Q.F.D.

Cet exemple montre qu’il faut distinguer deux sortes d’états :

X DÉFINITION 8.19 (États récurrents & états transitoires).
Soit X une chaîne de Markov d’espace d’état E et de matrice de transition P.

dénombrable. Un état x ∈ E est dit
� transitoire siPx

(
T +

x <∞) < 1 ;
� récurrent siPx

(
T +

x <∞) = 1.

Observons que par définition un état est soit récurrent soit transitoire.

4. Par contre, il peut y avoir une infinité de classes de communication.
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. EXEMPLE 8.6.1. On considère le processus de Bienaymé-Galton-Watson. Il est
évident que 0 est un état récurrent car il est absorbant : si Xn = 0 pour une certain
n alors Xn+k = 0 pour tout k Ê 1. Tous les autres états sont transitoires.
En effet, on a la borne

Px(T +
x =∞) Ê px

0 > 0

car on a

{Xn+1 = 0 | Xn = x} = {Xn+k = 0, ∀k Ê 1 | Xn = x} ⊆ {Xn+k 6= x,∀k Ê 1 | Xn = x}

etP(Xn+1 = 0|Xn = x) = P (x,0) = px
0 . DoncPx(T +

x <∞) É 1−px
0 < 1.

Nous allons maintenant relier la notion de récurrence et transience d’un
état au nombre de visites de cet état par le processus :

Nx =
∞∑

n=1
1{Xn=x}.

(Observons que {T +
x <∞} = {Nx Ê 1}.)

+ THÉORÈME 8.20 (Dichotomie du comportement du nombre de visites).
Si x est récurrent, la chaîne de MarkovXx repasse infiniment souvent par x avec
probabilité un :

Px
(
Nx =∞)= 1.

Si x est transitoire, la chaîne de Markov Xx repasse un nombre fini de fois avec
probabilité un :

Px
(
Nx =∞)= 0.

Plus précisément, si x est transitoire, la variable aléatoire Nx suit une loi géomé-
trique surN de paramètrePx

(
T +

x <∞) < 1. En particulier

Ex
[
Nx

]= 1

Px
(
T +

x =∞)
<∞

ce qui implique quePx
(
Nx <∞)= 1.

Remarquons que ce théorème exclut la possibilité qu’il y ait un état x tel que
0 <Px

(
Nx =∞)< 1.

Souvenons-nous que

Px
(
Xn = y

)= P n(x, y).

On va reformuler la dichotomie du théorème précédent sous une forme équi-
valente mais parfois plus simple à vérifier.
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+ THÉORÈME 8.21 (Dichotomie du comportement du nombre de visites (bis)).
Un état x est transitoire si et seulement si

∑∞
n=1 P n(x, x) <∞.

Un état x est récurrent si et seulement si
∑∞

n=1 P n(x, x) =∞.

Démonstration. Il suffit de remarquer que

Ex
[
Nx

]=Ex

[ ∞∑
n=1
1{Xn=x}

]
=

∞∑
n=1
Ex

[
1{Xn=x}

]= ∞∑
n=1
Px

(
Xn = x

)= ∞∑
n=1

P n(x, x).

C.Q.F.D.

8.6.2 L États récurrents, états transitoires (bis)

Il est naturel de se demander ce qui se passe si y est un état récurrent ou tran-
sitoire mais qu’on démarre la chaîne d’un état x quelconque. Il est commode
d’introduire la notation

ux y ≡Px
(
T +

y <∞)
.

Énonçons une proposition et un théorème qui décrivent la situation. (Notons
que le théorème 8.20 en découle.)

+ PROPOSITION 8.6.
Prenons deux états quelconques. Pour tout m Ê 1
� Px

(
Ny Ê m

)= ux y um−1
y y ;

� Px
(
Ny = m

)= ux y um−1
y y (1−uy y ).

La deuxième formule de la proposition est intuitive : une chaîne partant de x
visite y exactement m fois, si elle parvient à y , puis y retourne m −1 fois avant
de ne jamais y revenir.

+ THÉORÈME 8.22.

� Si y est transitoire,Px
(
Ny <∞)= 1 etEx

[
Ny

]=∑∞
n=1 P n(x, y) = ux y

1−uy y
.

� Si y est récurrent,Py
(
Ny =∞)= 1 etPx

(
Ny =∞)= ux y .

Si l’état y est transitoire, alors pour tout x, Ex
[
Ny

] < ∞ donc Ny < ∞ Px-
presque sûrement. Par conséquent, quel que soit l’état initial, Ny < ∞, donc
la chaîne ne passera qu’un nombre fini de fois par y . Si, au contraire, y est ré-
current et si la chaîne part de y , elle y revient une infinité de fois ; tandis que si
elle part d’un point x 6= y , elle peut ou non revenir en y , mais si elle y revient au
moins une fois, elle y revient alors une infinité de fois.
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8.6.3 Chaînes de Markov récurrentes et transitoires

On peut avoir l’intuition que si un état x conduit à un état y et qu’il est récurrent
(resp. transitoire), alors y sera aussi récurrent (resp. transitoire). Si on a une
chaîne de Markov irréductible, on s’attend donc à ce que tous les états soient
tous transitoires ou bien tous récurrents. Nous allons le démontrer :

+ THÉORÈME 8.23 (Solidarité de la récurrence).
Si x y (x conduit à y) et que x est récurrent, alors y est récurrent. On a aussi

Px
(
T +

y <∞)=Py
(
T +

x <∞)= 1.

Si x y et que x est transitoire, alors y est transitoire.
Si X est une chaîne de Markov irréductible alors tous les états sont tous transi-
toires ou tous récurrents.

Intuitivement, on peut comprendre pourquoiPy
(
T +

x <∞)= 1. En effet, comme
x conduit à y la chaîne a une probabilité strictement positive d’aller de x à y
sans repasser par x ; si nous avions Py

(
T +

x < ∞) < 1, la chaîne partant de y
aurait une probabilité 1−Py

(
T +

x <∞)> 0 de ne jamais passer par x. Par consé-
quent (d’après la propriété de Markov !) la chaîne partant de x aurait une pro-
babilité strictement positive de ne jamais revenir en x, ce qui contredit le fait
que x est récurrent.
Démonstration. Soit x un état récurrent conduisant à un état y . ( 5) Soit n0 le
plus petit entier n Ê 1 tel quePx

(
Xn = y

)> 0. Il existe donc des états x1, . . . , xn0−1

différents de x et y tels que

P (x, x1)P (x1, x2) · · ·P (xn0−1, y) > 0.

Par conséquent

Px
(
T +

x =∞)
ÊPx

(
X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn0−1 = xn0−1, Xn0 = y,∀k Ê 1 Xn0+k 6= x

)
=Px

(
X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn0−1 = xn0−1, Xn0 = y

)
Py

(∀k Ê 1 Xn0+k 6= x
)

= P (x, x1)P (x1, x2) · · ·P (xn0−1, y)
(
1−Py

(
T +

x <∞))
.

(On a utilisé la propriété de Markov pour la première égalité.) Or x est récurrent,
donc Px

(
T +

x = ∞) = 0 et P (x, x1)P (x1, x2) · · ·P (xn0−1, y) > 0, donc 1−Py
(
T +

x <
∞)= 0, c.-à-d.Py

(
T +

x <∞)= 1.
Montrons maintenant que y est récurrent. PuisquePy

(
T +

x <∞)= 1 > 0, il existe
n1 Ê 1 tel quePy

(
Xn1 = x

)> 0. D’autre part on a que

Py
(
Xn1+n+n0

)ÊPy
(
Xn1 = x, Xn1+n = x, Xn1+n+n0 = y

)
=Py

(
Xn1 = x)Px

(
Xn = x

)
Px

(
Xn0 = y

)
5. On suppose que y 6= x, sinon il n’y a rien à démontrer.
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Par conséquent

Ey
[
Ny

]= ∞∑
p=1
Py

(
Xp = y

)
Ê

∞∑
p:pÊn1+1+n0

Py
(
Xp = y

)
=

∞∑
n=1
Py

(
Xn1+n+n0 = y

)
=Py

(
Xn1 = x)Px

(
Xn0 = y

) ∞∑
n=1
Px

(
Xn = x

)
=Py

(
Xn1 = x)Px

(
Xn0 = y

)
Ex

[
Nx

]
.

Or Ex
[
Nx

] = ∞ puisque x est récurrent et Py
(
Xn1 = x)Px

(
Xn0 = y

) > 0, donc
Ey

[
Ny

]=∞, c.-à-d. y est récurrent.
Puisque y est récurrent et y conduit à x, le début de la démonstration montre
quePx

(
T +

y <∞)= 1.
Si y conduit à x et si x est transitoire alors y est également transitoire car si y
était récurrent, d’après le résultat ci-dessus, x serait récurrent.
Si la chaîne de Markov est irréductible, tous les états communiquent et il suffit
que l’un soit récurrent pour que tous les autres le soient (par transitivité). La
démonstration du théorème est donc complète. C.Q.F.D.

- EXERCICE 8.6.1. Soit X une chaîne de Markov irréductible d’espace d’état fini.
Montrer qu’elle est récurrente.

SOLUTION 8.6.1. Puisque l’espace d’état est fini, il y a forcément un état qui est
visité une infininité de fois. Donc il est récurrent. Par solidarité, tous les autres
états le sont.

8.6.4 Mesures et lois de probabilité invariantes : préliminaires

L’objet de cette sous-section est de se forger une intuition sur ce qu’on peut es-
pérer généraliser du cas des espaces d’état finis et, en particulier, explorer les
obstacles inévitables qui se présentent dans le cas des espaces d’état dénom-
brables.

Nous savons qu’une chaîne de Markov d’espace d’état fini E possède une
loi de probabilité invariante. Quand la chaîne est irréductible, il n’y a qu’une
seule loi de probabilité invariante, notée µ. Dans ce cas, nous avons obtenu
une formule remarquable (cf. Théorème 8.18) :

(8.14) µ(x) = 1

Ex
[
T +

x
] , ∀x ∈ E .
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Dans le cas d’un espace d’état dénombrable, on a vu qu’il peut exister deux
sortes d’états : les récurrents et les transitoires. Intuitivement on peut se dire
que les états transitoires ne vont pas porter une loi de probabilité invariante
car cela contredit l’idée que le processus soit stationnaire.
On est donc conduit à se concentrer sur les états récurrents pour tenter de gé-
néraliser (8.14). Mais une nouvelle question surgit : rien ne nous dit queEx

[
T +

x

]
soit toujours fini, contrairement au cas où E est fini (cf. Théorème 8.3).
Si x est tel que Ex

[
T +

x

] =∞, la formule (8.14) donnerait µ(x) = 0. Donc, si une
telle formule est vraie dans le cas des espaces d’état dénombrables, on doit se
restreindre aux états récurrents tels que Ex

[
T +

x

] <∞. Introduisons les notions
suivantes :

X DÉFINITION 8.24 (États récurrents positifs & récurrents nuls).
SoitX une chaîne de Markov d’espace d’état E dénombrable. Un état récurrent

x est dit
� récurrent nul siEx

[
T +

x ] =∞ ;
� récurrent positif siEx

[
T +

x ] <∞.

Il n’est pas facile d’imaginer quePx
(
T +

x <∞) = 1 tout en ayantEx
[
T +

x

]=∞ :
si une telle chaîne de Markov existe, elle repasse une infinité de fois par x avec
probabilité 1 (Théorème 8.20) mais il lui faut en moyenne un nombre infini
de pas entre deux visites successives de x. Malheureusement, de tels exemples
existent. C’est par exemple le cas de la promenade aléatoire simple symétrique
sur Z, celle qui saute d’un pas à gauche ou à droite avec la même probabi-
lité, 1/2. C’est une chaîne de Markov irréductible. Tout état x est récurrent nul.
(Nous le démontrerons plus tard.)

Si on compare avec le cas des espaces d’état finis, on peut espérer que l’uni-
cité de la loi de probabilité invariante soit garantie quand on a une chaîne de
Markov irréductible. On sait qu’alors tous les états sont soit récurrents soit tran-
sitoires (cf. Théorème 8.23). Donc, pour espérer avoir (8.14), on doit se res-
teindre aux chaîne de Markov irréductibles récurrentes et aux états récurrents
positifs. Une question naturelle se pose : est-ce que les états d’une chaîne de
Markov irréductible récurrente sont soit tous récurrents positifs soit tous ré-
currents nuls ? Si la réponse est oui, on peut parier que le bon théorème est le
suivant : pour une chaîne de Markov irréductible récurrente positive, il y a une
unique loi de probabilité invariante qui satisfait (8.14).

Reste un dernier point que nous avons négligé : est-ce qu’une chaîne de
Markov d’espace d’état dénombrable admet toujours une loi de probabilité in-
variante ?
L’exemple de la promenade aléatoire simple symétrique sur Z montre ce qui
peut clocher : si on suppose qu’il existe une loi de probabilité invariante µ,



8.6. ESPACE D’ÉTAT INFINI 201

elle doit vérifier le système d’équations : µ(x) = µ(x−1)+µ(x+1)
2 , ∀x ∈ Z. Il se ré-

sout par récurrence : µ(x) =µ(0)+(µ(1)−µ(0))x. Les nombres µ(x) doivent être
dans [0,1]. Si |x| devient devient suffisamment grand, ce n’est possible que si
µ(1) = µ(0), mais alors µ(x) = µ(0) pour tout x. Pour que

∑
x∈Zµ(x) = 1 on doit

avoir µ(0) = 0, c.-à-d. µ(x) = 0 pour tout x, ce qui est impossible puisqu’on a
supposé que µ est une loi de probabilité. Donc il n’existe pas de loi de probabi-
lité invariante.
Observons que les équations µ(x) = µ(x−1)+µ(x+1)

2 ont une solution évidente :
µ(x) = 1 pour tout x. Le problème est qu’on ne pas normaliser cette famille de
nombres pour en faire une loi de probabilité.
La morale de cet exemple est qu’il y a des exemples où l’équation µP =µ (P est
la matrice de transition) a une solution mais ce n’est pas une loi de probabilité.
( 6)

Terminons cette sous-section en montrant rigoureusement ce que nous avons
intuité précédemment, à savoir qu’une loi de probabilité invariante ne peut pas
être portée par des états transitoires.
En effet, supposons queµ soit une loi de probabilité invariante : pour tout n Ê 1,
µ=µP n , c.-à-d.

µ(y) = ∑
x∈E

µ(x)P n(x, y).

Or, d’après la Proposition 8.22, Ex
[
Ny

] = ∑∞
n=1 P n(x, y) < ∞, ce qui entraîne

que limn→∞ P n(x, y) = 0. Comme
∑

x∈E µ(x) = 1, on peut appliquer le théorème
de convergence dominée pour passer la limite à l’intérieur de la somme sur E :

µ(y) = lim
n→∞

∑
x∈E

µ(x)P n(x, y) = ∑
x∈E

µ(x) lim
n→∞P n(x, y) = 0, ∀y ∈ E .

C’est une contradiction avec le fait que µ est une loi de probabilité sur E . On
conclut donc qu’un état transitoire ne peut pas être dans le support d’une loi
de probabilité invariante.

8.6.5 Existence & unicité des lois de probabilité invariantes

Nous énonçons le théorème pressenti plus haut. Il ne faut pas se fier à sa brié-
veté : il contient beaucoup d’informations.

+ THÉORÈME 8.25.
Pour toute chaîne de Markov irréductible sur un espace d’état dénombrable E,

les deux assertions suivantes sont équivalentes :

6. Le lecteur attentif aura remarqué que dans cet exemple tous les états sont récurrents nuls.
Nous verrons que ce n’est pas une coïncidence.



202 CHAPITRE 8. DYNAMIQUE MARKOVIENNE DISCRÈTE

1. La chaîne est récurrente positive, c.-à-d. que tous ses états sont récurrents
positifs ;

2. Il existe une unique loi de probabilité invariante µ.

De plus, s’il existe une loi de probabilité invariante, elle est unique et elle est don-
née par

(8.15) µ(x) = 1

Ex
[
T +

x
] , ∀x ∈ E .

+ REMARQUE 8.26. Ce résultat s’applique bien sûr à une chaîne de Markov irré-
ductible d’espace d’état fini. D’après le Théorème 8.3, elle est récurrente positive,
donc il existe une unique loi de probabilité invariante et on a la formule (8.15).
On peut aussi raisonner dans l’autre sens : d’après le théorème 8.11, il existe une
loi de probabilité invariante. Donc la chaîne est récurrente positive et il y a uni-
cité de la loi de probabilité invariante qui est donnée par (8.15).

8.7 Comportements en temps longs

8.7.1 La loi des grands nombres pour des v.a.i.i.d

Un résultat fondamental de la théorie des Probabilités est la «loi forte des grands
nombres» :

+ THÉORÈME 8.27.
Soit (Yn ;n Ê 0) des variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-

buées à valeurs dansR et qui sont intégrables, c.-à-d.E[|Y0|] <∞. Alors

P
(

lim
n→∞

Y0 +·· ·+Yn

n +1
=E[Y0]

)
= 1.

On dit que Y0+···+Yn
n+1 tend presque sûrement versE[Y0].

Un corollaire immédiat de ce théorème est que si g : R→ R est une fonction
borélienne telle que E[|g (Y0)|] <∞, alors g (Y0)+···+g (Yn )

n+1 tend presque sûrement
vers E[g (Y0)]. En effet, si on pose Zn ≡ g (Yn), (Zn ;n Ê 0) est une suite des va-
riables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées à valeurs dans
R, donc le théorème s’applique.
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8.7.2 Convergence des fréquences empiriques de visites des états

Notre but est de généraliser la loi forte des grands nombres au cas des chaînes
de Markov irréductibles. La motivation de base est la suivante : si y est un état,
la variable aléatoire

∑n
k=11{Xk=y} est le nombre de visites de l’état y entre les

instants 1 et n, ou bien le temps passé dans l’état y jusqu’au temps n. La pro-
portion du temps passé dans l’état y entre les instants 1 et n est donc

1

n

n∑
k=1
1{Xk=y}.

On sait que la proportion asymptotique du temps passé dans un état transitoire
est nulle, avec probabilité un, en accord avec le fait que si on part d’un état x,
on ne va visiter y qu’un nombre fini de fois. En effet : ( 7)

lim
n→∞

n∑
k=1
1{Xk=y} =Ny

et d’après le Théorème 8.22,Px
(
Ny <∞)= 1. Donc

Px

(
lim

n→∞
1

n

n∑
k=1
1{Xk=y} = 0

)
= 1.

On peut maintenant se demander ce que vaut la proportion asymptotique du
temps passé dans un état récurrent. Intuitivement, cette proportion asympto-
tique doit être reliée à la loi de probabilité invariante de la chaîne. En effet, si
on suppose l’existence de la limite

(8.16) ν(y) ≡ lim
n→∞

1

n

n∑
k=1
1{Xk=y}, y ∈ E

on peut vérifier que (ν(y); y ∈ E) est une loi de probabilité invariante.
Si on a une chaîne de Markov qui possède une unique loi de probabilité in-

variante µ alors ν= µ. Il reste à démontrer que la limite (8.16) existe, dans quel
sens a lieu la convergence et quel rôle joue l’état initial de la chaîne.
L’état initial de la chaîne ne devrait jouer aucun rôle : si on part d’un état x 6= y ,
on va atteindre y au bout d’un nombre fini de pas n0, puis visiter une infinité de
fois y avec probabilité un. (Ce nombre de pas dépend bien sûr de la réalisation
de la chaîne.)
D’une part, la contribution de ces n0 pas de temps à la proportion de visites de
y jusqu’au temps n est au plus n0/n, qui devient négligeable quand n tend vers

7. C’est en fait la façon rigoureuse de définir Ny . Comme on a une somme de termes posi-
tifs, la somme croît quand n croît, donc la limite existe (elle peut valoir +∞).
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∞.
D’autre part, par la propriété de Markov (forte), la chaîne redémarre de y en
ayant oublié le passé ; le temps moyen entre deux visites consécutives de y est
Ey

[
T +

y

]
, donc on s’attend à ce que la proportion de visites soit de l’ordre de

1/Ey
[
T +

y

]
lorsque n devient très grand. Pour que cette proportion asympto-

tique soit non nulle, on voit qu’il faut que Ey
[
T +

y

]
soit fini, c.-à-d. y récurrent

positif.
On se souvient alors du Théorème 8.25 : une chaîne de Markov irréductible
récurrente positive possède une unique loi de probabilité invariante µ avec
µ(y) = 1/Ey

[
T +

y

]
.

On a donc montré heuristiquement pourquoi, pour une chaîne de Markov ir-
réductible récurrente positive, la proportion asymptotique du temps passé en
y est µ(y) et on s’attend à une «perte de mémoire» de l’état initial.
Le dernier point clé est de comprendre pourquoi la limite (8.16) existe. L’idée
est que chaque visite de l’état y «régénère» la chaîne de Markov qui oublie ce
qui s’est passé auparavant (propriété de Markov forte !). Par conséquent, entre
deux visites successives de y , on a un bloc de variables aléatoires de longueur
aléatoire (de longueur moyenne Ey

[
T +

y

]
) qu’on appelle une «excursion» ; ces

excursions sont indépendantes et identiquement distribuées, donc on peut en
principe appliquer la loi forte des grands nombres en normalisant correcte-
ment.
Le théorème suivant, appelé «théorème ergodique» pour des raisons historiques,
énonce précisément ce que nous venons de deviner en le généralisant.

+ THÉORÈME 8.28.
Soit X une chaîne de Markov irréductible, récurrente positive, sur un espace

d’état dénombrable E. Notons µ son unique loi de probabilité invariante. Soit
g : E →Rune fonction dont l’espérance par rapport àµ est finie, c.-à-d.Eµ[|g |] ≡∑

x∈E |g (x)|µ(x) <∞.
On suppose que l’état initial X0 suit une loi de probabilité ν. Alors

Pν

(
lim

n→∞
1

n

n∑
k=1

g (Xk ) =Eµ[g ]
)
= 1.

Une fonction g bornée est intégrable. L’exemple le plus important est l’indica-
trice d’un état y , c.-à-d. 1x=y .
Remarquons que la limite, Eµ[g ], ne dépend que de g et de µ, pas de la loi de
probabilité initiale : c’est la «perte de mémoire» que nous avons évoquée plus
haut. Pour abréger, on dit donc simplement que 1

n

∑n
k=1 g (Xk ) converge presque

sûrement versEµ[g ], sans faire mention de la loi initiale.
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Grâce au théorème précédent, nous avons une interprétation claire de la loi
de probabilité invariante quand on l’applique à g (x) =1x=y :

1

n

n∑
k=1
1{Xk=y}

n→∞−−−−→µ(y) = 1

Ey
[
T +

y
] presque sûrement.

Mentionnons que le théorème s’applique aux chaînes de Markov récurrentes
nulles et transitoires, comme on s’y attendait :

+ PROPOSITION 8.7.
SiX est une chaîne de Markov récurrente nulle ou transitoire alors

1

n

n∑
k=1
1{Xk=y}

n→∞−−−−→ 0 presque sûrement.

+ REMARQUE 8.29. On peut généraliser le théorème 8.28 aux fonctions g de deux
variables (g : E ×E → R). Il faut supposer que

∑
x,y∈E µ(x)P (x, y)|g (x, y)| < ∞.

On a presque sûrement :

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

g (Xk , Xk+1) = ∑
x,y∈E

µ(x)P (x, y)g (x, y).

8.7.3 Convergence des chaînes de Markov & stabilité d’une loi
de probabilité invariante

Heurisitique Une conséquence du Théorème 8.28 est que pour toute loi de
probabilité initiale ν on a

(8.17) lim
n→∞

1

n

n∑
`=1
Pν

(
X` = y

)=µ(y), y ∈ E

où µ est la loi de probabilité de la chaîne de Markov. En effet,

1

n

n∑
`=1
1{X`=y} É 1

donc, par le théorème de convergence dominée,

lim
n→∞Eν

[ 1

n

n∑
`=1
1{X`=y}

]
=Eν

[
lim

n→∞
1

n

n∑
`=1
1{X`=y}

]
=Eν[µ(y)] =µ(y).

Puisque

Eν

[ 1

n

n∑
`=1
1{X`=y}

]
= 1

n

n∑
`=1
Eν

[
1{X`=y}

]= 1

n

n∑
`=1
Pν

(
X` = y

)
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on a bien (8.17). En particulier, si ν(z) = δzx , on a pour tout y ∈ E

lim
n→∞

1

n

n∑
`=1

P`(x, y) =µ(y)

carPx
(
X` = y

)= P`(x, y).
Il est naturel de se demander si cette convergence a encore lieu sans faire la
moyenne arithmétique. On sait déjà que c’est impossible en général : la chaîne
de Markov à deux états étudiée en détail plus haut nous l’a montré. En effet, si
p = q = 1

2 , la chaîne oscille indéfiniment entre l’état 1 et l’état 2 car la matrice

de transition est

(
0 1
1 0

)
. La loi de probabilité invariante est µ(1) =µ(2) = 1

2 et on

vérifie facilement que P1
(
X2k = 1

)= 1 et P1
(
X2k+1 = 1

)= 0 pour tout k Ê 1. On
a bien 1

n

∑n
`=1P1

(
X` = 1

)→ 1
2 =µ(1) mais

(
P1

(
X` = 1

)
;`Ê 1

)
ne converge pas.

Périodicité et apériodicité Voyons comment généraliser la situation précé-
dente. Le graphe de transition suivant est clairement irréductible :

FIGURE 8.9

Pour fixer les idées, disons que P (x, x+1) = p et P (x, x−1) = 1−p, avec p ∈ [0,1]
et les idenfications 5 ≡ 1, 0 ≡ 4 (promenade aléatoire sur le domaine pério-
dique {1, . . . ,4}. On observe la chose suivante : si la chaîne est dans l’ensemble
C0 = {1,3} à un instant donné, elle ira dans l’ensemble C1 = {2,4} à l’instant
d’après et vice versa. La chaîne alterne entre ces deux ensembles : si X0 ∈ C0

alors X1 ∈ C1, X2 ∈ C0, X3 ∈ C1, X4 ∈ C0, . . .. On dit que la dynamique est pério-
dique, de période 2.

- EXERCICE 8.7.1. Montrer que la promenade aléatoire simple symétrique sur Z
est de période 2.

- EXERCICE 8.7.2. Donner un exemple de période 3.

Soit X une chaîne de Markov d’espace d’état E et de matrice de transition
P . Puisque P m+n = P mP n on a

P m+n(x, y) Ê P m(x, z)P n(z, y), ∀m,n Ê 0, x, y, z ∈ E .
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En particulier P 2n(x, x) Ê (
P n(x, x)

)2 et plus généralement

P`n(x, x) Ê (
P n(x, x)

)`, `Ê 1.

Donc, si P n(x, x) > 0 on a P`n(x, x) > 0 pour tout `Ê 1. Dit autrement, si n divise
m (ce qu’on note n|m) et si P n(x, x) > 0 alors P m(x, x) > 0 : tester s’il est possible
de retourner en x en m pas peut se faire en prenant l’un des diviseurs de m.
Nous sommes conduits à poser la définition suivante :

X DÉFINITION 8.30 (Période d’un état & état apériodique).
Pour une chaîne de Markov d’espace d’état E et de matrice de transition P, la

période état x est le plus grand commun diviseur de tous les entiers n Ê 1 tels
qu’il soit possible de revenir en x en n pas :

d(x) ≡ PGCD
{
n Ê 1 : P n(x, x) > 0

}·
Un état x est dit apériodique si d(x) = 1. ( 8)

Cette définition signifie que si P n(x, x) > 0 alors n est un multiple de d(x) et que
d(x) est le plus grand entier ayant cette propriété. Les retours dans l’état x sont
seulement possibles via des chemins dont les longueurs sont des multiples de
d(x).

. EXEMPLES 8.7.1.
� Reprenons la promenade aléatoire simple symétrique sur Z. Nous avons déjà
observé que P 2k+1(0,0) = 0 car pour revenir en 0 il faut nécessairement faire un
nombre pair de pas. Donc d(0) = 2. Il est clair que tout état est de période 2.
� On autorise la promenade précédente à faire du «sur place» : P(ξ = +1) = p,
P(ξ = −1) = q, P(ξ = 0) = r , p, q,r > 0 & p + q + r = 1 et Xn = ∑n

k=1ξk . On a
d(0) = 1 puisque P (0,0) = r > 0 et que donc 1 ∈ {

n Ê 1 : P n(0,0) > 0
}
.

� Soit E = {1,2,3} et

P =
1
2
3

0 1 0
1
2 0 1

2
1 0 0

 ·
On a P 1(1,1) = 0, P 2(1,1) Ê P (1,2)P (2,1) > 0, P 3(1,1) = P (1,2)P (2,3)P (3,1) > 0
donc

{2,3} ⊂ {
n Ê 1 : P n(1,1) > 0

}
et comme PGCD{2,3} = 1, on a d(1) = 1 alors que P 1(1,1) = 0.
�Une chaîne de naissance et mort pour laquelle rx = 0 pour tout x est périodique
de période 2. Par contre, s’il existe x tel que rx > 0, la chaîne est apériodique.

8. Pour être précis, la période est définie pour un état essentiel. On peut aussi décréter que
si

{
n Ê 1 : P n(x, x) > 0

}=∅ on a d(x) = 1.



208 CHAPITRE 8. DYNAMIQUE MARKOVIENNE DISCRÈTE

Il est naturel de se demander si un état périodique x qui communique avec
un état y est lui-même périodique et a la même période. En particulier, si on a
une chaîne de Markov irréductible, tester la périodicité ou l’apériodicité se fait
en prenant n’importe quel état. On a le résultat suivant :

+ PROPOSITION 8.8.
Si x! y alors d(x) = d(y).
En particulier, tous les états d’une chaîne de Markov irréductible sont de même
nature puisqu’ils communiquent tous entre eux : tous périodiques de même pé-
riode ou bien tous apériodiques.

La définition suivante s’impose donc :

X DÉFINITION 8.31 (Chaîne de Markov apériodique).
Une chaîne de Markov irréductible est apériodique si un de ses états l’est.

L’apériodicité d’un état peut se caractériser d’une autre manière :

+ PROPOSITION 8.9.
Si x est apériodique alors il existe n0 Ê 1 tel que P n(x, x) > 0 pour tout n Ê n0.

Si une chaîne de Markov est irréductible et apériodique alors pour tous x, y il
existe n∗ = n∗(x, y) tel quePx(Xn = y) = P n(x, y) > 0 pour tout n Ê n∗.

Cette proposition nous montre que l’apériodicité est sans doute la bonne no-
tion pour éliminer le comportement désagréable des exemples vus plus haut :
pour une chaîne irréductible et apériodique, il y a une probabilité strictement
positive de connecter deux états quelconques au-delà d’un certain temps. Donc
une telle chaîne ne pourra pas osciller indéfiniment entre plusieurs états. Nous
allons démontrer que tel est le cas :

+ THÉORÈME 8.32 (Convergence des chaînes de Markov).
Soit X une chaîne de Markov irréductible et apériodique d’espace d’état E dé-

nombrable. Soit µ son unique loi de probabilité invariante. Pour toute loi de
probabilité initiale ν, on a

lim
n→∞Pν(Xn = x) =µ(x), x ∈ E .

- EXERCICE 8.7.3. Montrer qu’une chaîne de Markov irréductible d’espace d’état
fini E est apériodique si et seulement si il existe n̄ Ê 1 tel que P n(x, x) > 0 pour
tout n Ê n̄ et pour tout x ∈ E.
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8.8 Démonstrations

8.8.1 Théorème 8.17

Avant de démontrer ce théorème, établissons une proposition :

+ PROPOSITION 8.10.
Soit P une matrice de transition irréductible définie sur un espace d’état E et
h : E →R une fonction telle que

h(x) = ∑
y∈E

P (x, y)h(y).

Alors h est constante : il existe h0 tel que h(x) = h0 pour tout x ∈ E.

Il est évident que de telles fonctions existent : toute fonction constante fait l’af-
faire. La proposition affirme que ce sont les seules fonctions qui ont cette pro-
priété.

Démonstration de la proposition.
Puisque E est fini, il existe forcément un état x0 où la fonction h atteint son
minimum h(x0) = min{h(y); y ∈ E }. Supposons qu’il existe z tel que P (x0, z) > 0
et h(z) > h(x0). Si c’est le cas on a

h(x0) = ∑
y∈E

P (x0, y)h(y) > P (x0, z)h(x0)+ ∑
y 6=z

P (x0, y)h(y).

Comme h(y) Ê h(x0)

h(x0) > (
P (x0, z)+ ∑

y 6=z
P (x0, y)

)
h(x0) = ( ∑

y∈E
P (x0, y)

)
h(x0) > h(x0)

puisque
∑

y∈E P (x0, y) = 1. Nous sommes arrivés à une contradiction, donc la
fonction h est égale à h(x0) pour tous les états y qui communiquent avec x0

en un pas de temps. On raisonne de même pour les états y qui communiquent
avec x0 en n pas de temps en utilisant le fait que P n(y, x0) > 0 et que h = P nh.
Autrement dit, le raisonnement précédent peut être reconduit pareillement avec
la matrice de transition P̃ = P n . La proposition est donc établie. C.Q.F.D.

Démonstration du théorème.
Nous savons qu’il existe une loi de probabilité invariante d’après le Théorème
8.11. Notons-laµ. Montrons queµ(x) > 0 pour tout x ∈ E . Puisque

∑
x∈E µ(x) = 1

il existe un état x0 tel que µ(x0) > 0. La matrice de transition P étant irréduc-
tible, x0 communique avec tout état y : il existe n Ê 0 tel que P n(x0, y) > 0. On a
µP n =µ par invariance, ce qui implique que

µ(y) = ∑
z∈E

µ(z)P n(z, y) Êµ(x0)P n(x0, y) > 0.
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Pour montrer que µ est la seule loi de probabilité invariante, on suppose qu’il
en existe une autre, qu’on note ν. On introduit la matrice de transition

Q(x, y) ≡ P (y, x)
µ(y)

µ(x)
, x, y ∈ E

et la fonction f (x) ≡ ν(x)
µ(x) . On vérifie aisément que f =Q f et par la proposition

ci-dessus, on en déduit que f est un fonction constante, donc ν=µ. C.Q.F.D.

- EXERCICE 8.8.1. Vérifier que Q est bien une matrice de transition et que la fonc-
tion f satisfait l’équation f =Q f .

8.8.2 Proposition 8.3

La chaîne étant irréductible et E fini, il existe ε > 0 et un entier n Ê 1 tels que,
pour tous x, y dans E , il existe 1 É j É n tel que

P j (x, y) Ê ε.

(En effet, on sait qu’il existe j = j (x, y) Ê 1 et δ= δ(x, y) > 0 tels que P j (x, y) = δ.
Puisque il y a un nombre fini de couples possible du fait que l’espace d’état est
fini, on peut prendre n = maxx,y j (x, y) et ε= minx,y δ(x, y).)
La probabilité d’atteindre pour la première fois tout état y en partant de n’im-
porte quel état en au plus n pas de temps est au moins ε. L’inégalité suivante
est donc vraie uniformément en x, y :

max
x,y∈E

Px
(
T +

y > n
)É 1−ε.

Plus précisément, 0 < ε É P j (x, y) = Px(X j = y) = Px(T +
y É j ) É Px(T +

y É n).
Observons que ε < 1 sinon cela contredirait l’irréductibilité. En itérant ceci on
a obtient

Px
(
T +

y > kn
)=Ex

[
1T +

y >(k−1)n E
[ n⋂

i=1
{X(k−1)n+i 6= y}

∣∣∣X(k−1)n 6= y
]]

Le dernier terme peut s’exprimer par la propriété de Markov comme l’événe-
ment {T +

y > n} pour la chaîne décalée en temps. Conditionnellement à {X(k−1)n 6=
y}, on peut le borner uniformément par 1−ε et on a

Px
(
T +

y > kn
)É (1−ε)Ex

[
1T +

y >(k−1)n

]
.

En itérant on obtient
Px

(
T +

y > kn
)É (1−ε)k .
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Pour toute variable aléatoire Z à valeurs dansN, on rappelle l’identité classique

(8.18) E[Z ] = ∑
`Ê1
P(Z Ê `).

On obtient donc

Ex
[
T +

y

]= ∑
`Ê1
Px

(
T +

y Ê `)É n
∑
kÊ1
Px

(
T +

y > kn
)É n

∑
kÊ1

(1−ε)k <∞.

Ce qui permet de conclure la démonstration. C.Q.F.D.

- EXERCICE 8.8.2. Montrer (8.18).
Solution. Le plus rapide est de remarquer que

Z =
∞∑

k=1
1{ZÊk}.

En effet, si Z = i ,
∑∞

k=11{kÉi } = i . On prend l’espérance :

E[Z ] =E[ ∞∑
k=1
1{ZÊk}

]= ∞∑
k=1
E

[
1{ZÊk}

]= ∞∑
k=1
P(Z Ê k).

8.9 Notes

Il y a d’innombrables livres sur les chaînes de Markov en langue anglaise, de ni-
veaux et d’objectifs très divers. Citons par ex. [Dur12], [Nor98], [KS76], [KSK76],
etc. En langue française citons par exemple [Bré09] et bien sûr le polycopié du
cours de MAP 432 de T. Bodineau. On y trouvera la démonstration des théo-
rèmes 8.18, 8.28 et 8.32.



212 CHAPITRE 8. DYNAMIQUE MARKOVIENNE DISCRÈTE



Troisième partie

ÉTUDE DE QUELQUES MODÈLES

213





215

CETTE partie est consacrée à l’étude d’un certain nombre de modèles grâce
aux outils de la partie précédente. Certains modèles ont été définis dans

la partie I mais seulement défrichés.
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Chapitre 9

Sur les modèles proie-prédateur

9.1 Le modèle de Rosenzweig-McArthur

Considérons le modèle :

(9.1)

ẋ = r x
(
1− x

K

)
− y cx

a+x

ẏ = y
(
−d + bx

a+x

)
où x représente la densité des proies et y celle des prédateurs. Tous les pa-
ramètres sont supposés strictement positifs. En l’absence de prédateurs, les
proies ont une croissance logistique (compétition intra-spécifique). En l’ab-
sence des proies, les prédateurs déclinent exponentiellement vite. Le terme cx

a+x
est le nombre de proies consommées par prédateur et par unité de temps. Il
temps vers la limite c lorsque x devient très grand.

Les points (0,0) et P = (0,K ) sont des équilibres, quelles que soient les va-
leurs des paramètres. Ils se trouvent sur le bord de R2+. Le lecteur vérifiera fa-
cilement que le point (0,0) est un col pour tout jeu des paramètres. Sa variété
stable est l’ensemble des y Ê 0 et sa variété instable est ]0,K [.
Les isoclines nulles sont une parabole (dont les branches sont dirigées vers le
bas) et une droite verticale qui peuvent se couper dans int(R2+) pour certaines
valeurs des paramètres. Observons que l’abscisse du sommet de la parabole est
x̄ = K−a

2 .

- EXERCICE 9.1.1. Montrer que si b É d ou bien K É ad/(b−d) alors toutes les tra-
jectoires du système qui sont dans int(R2+) convergent vers l’équilibre P = (K ,0).

On se place dorénavant dans le cas où

(9.2) b > d et K > ad/(b −d)
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En particulier, les isoclines nulles se coupent dans int(R2+) en un unique point
F = (x∗, y∗) avec

x∗ = ad

b −d
·

La matrice jacobienne évaluée au point F s’écrit

(
x∗

(
c y∗

(a+x∗)2 − 1
K

)
− cx∗

a+x∗

y∗ ab
(a+x∗)2 0

)
·

Son déterminant est toujours positif mais sa trace peut changer de signe : il est
facile de vérifier que si K < a+2x∗ alors F est un puits (un foyer attractif en fait)
et si K > a +2x∗, c’est une source (un foyer répulsif en fait). 1 Remarquons que
ces conditions s’interprètent géométriquement car x̄ = K−a

2 est l’abscisse du
sommet de l’isocline parabolique : si F se trouve à droite du sommet de cette
parabole, l’étude des signes montre clairement que F est bien un foyer attractif,
tandis que si F se trouve à gauche de ce sommet, F est bien un foyer répulsif.

Nous laissons le lecteur vérifier que, sous les conditions (9.2), l’équilibre P
est un col, dont la variété stable est l’axe des x > 0 et dont la variété instable
est composée de deux trajectoires dont une seule de trouve dans R2+. Prenons
un point X sur cette trajectoire. Son ensemble ω-limite n’est pas vide et il est
compact. Nous pouvons appliquer le théorème de Poincaré-Bendixson pour
conclure que ω(X ) est une trajectoire périodique Γ. (En effet, ω(X ) ne peut
contenir d’équilibre car les trois équilibres sont répulsifs.) Cette trajectoire doit
entourer un équilibre, c.-à-d. nécessairement le point F . Il est donc clair que
cette trajectoire est un cycle limite stable.

Il est possible de démontrer l’existence d’un cycle limite grâce au théorème
de bifurcation de Hopf. Si le scénario de cette bifurcation est intuitivement
clair, les détails sont assez techniques. Le lecteur intéressé est prié de consulter
[Kuz04, pp. 99–102].

- EXERCICE 9.1.2. Montrer que si K É a +2x∗ alors il n’existe pas de trajectoires
périodiques.
(Indication : on pourra utiliser la fonction de Dulac B(x, y) = a+x

x yα−1, où α est
un paramètre à ajuster pour pouvoir appliquer le critère de Dulac.

1. Dans le cas où K = a+2x∗, F est un centre pour le système linéarisé. Rappelons que dans
ce cas, nous ne pouvons rien déduire de cette information sur le système original.
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FIGURE 9.1: Modèle de Rosenzweig-McArthur. À gauche : cas où les isoclines
nulles ne s’intersectent pas. À droite : cas où elles s’intersectent, rendant pos-
sible l’apparence d’un cycle limite.

9.2 Théorème de Kolmogorov-Brauer

Le modèle le plus général d’interaction de deux espèces est de la forme

(9.3)

{
ẋ = x f (x, y)

ẏ = y g (x, y)

Comme on le sait, cette forme garantit que le bord de R2+ est invariant, donc
R2+ lui-même.

Pour une modélisation de type proie-prédateur, on fait les hypothèses sui-
vantes :

(i) on a
∂ f

∂y
(x, y) < 0,

∂g

∂x
(x, y) > 0,

∂g

∂y
(x, y) É 0.

(ii) Il existe K > 0 (la capacité de charge pour la population de proies) tel
que f (K ,0) = 0 et f (x, y) < 0 si x > K . Il existe J > 0 (densité minimum
de proies supportant la prédation) tel que g (J ,0) = 0.

Le modèle de Rosenzweig-McArthur est un cas particulier de modèle de
Kolmogorov. Le théorème suivant montre que les solutions ne démarrant pas
sur le bord deR2+ sont bornées. C’est ce que nous avons affirmé pour le modèle
de Rosenzweig-McArthur quand nous avons appliqué le théorème de Poincaré-
Bendixson.

+ THÉORÈME 9.1. Sous les hypothèses (i) et (ii) ci-dessus, toute solution du modèle
(9.3) telle que x(0) > 0 et y(0) > 0 reste bornée pour tout 0 É t <+∞.

Démonstration. Puisque ẋ < 0 si x > K , x(t ) ne peut pas tendre vers +∞. La
seule situation pour qu’une solution ne soit pas bornée est que y(t ) tende vers
+∞ dans une région où ẋ < 0 (c.-à-d. f (x, y) < 0) et ẏ > 0 (c.-à-d. g (x, y) > 0).
Prenons un nombre α> 0 quelconque, x0 > K et y0 au dessus du maximum de
la courbe f (x, y) =−α. Soit (x(t ), y(t )) une solution avec x(0) = x0 et y(0) = y0.
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D’une part, nous allons démontrer que cette solution traverse la courbe d’équa-
tion g (x, y) = 0 et entre dans la région où ẋ < 0 et ẏ < 0, ce qui impliquera que
la solution ne peut pas tendre vers l’infini. D’autre part, toute solution telle
que x(0) < x0 et y(0) < y0 est forcée de rester bornée car elle ne peut croiser
la trajectoire de (x(t ), y(t )). Tant que cette trajectoire demeure dans la région
où ẋ < 0 et ẏ > 0, (x(t ), y(t )) reste au dessus de la courbe f (x, y) = −α, et donc
on a f (x(t ), y(t )) É−α. On a également

dg (x(t ), y(t ))

dt
= ∂g

∂x
(x(t ), y(t ))ẋ + ∂g

∂y
(x(t ), y(t ))ẏ É 0

puisque ∂g
∂x (x, y) > 0, ẋ < 0, ∂g

∂y (x, y) É 0 et ẏ > 0. Donc g (x(t ), y(t )) É g (x0, y0)

pour tout t Ê 0. Soit maintenant β= g (x0, y0)/α> 0 et soit L(x, y) = xβy . On a

d

dt
L(x(t ), y(t )) =βxβ−1 y ẋ +xβ ẏ

=βxβ−1 y f (x, y)+xβg (x, y)

= xβy( f (x, y)+ g (x, y))

É xβy(−βα+ g (x0, y0)) É 0.

Donc, t 7→ L(x(t ), y(t )) est une fonction décroissante et L(x(t ), y(t )) É L(x0, y0)
pour tout t Ê 0. Dans la région où x Ê J , qui contient la région où ẋ < 0 et ẏ > 0,
nous avons

y(t ) É xβ0 y0

x(t )β
É

(
x0

J

)β
y0.

Autrement dit, la solution (x(t ), y(t )) ne peut pas être telle que y(t ) tende vers
+∞ mais doit aller dans la région où ẋ < 0 et ẏ < 0, et donc doit rester bornée.
C.Q.F.D.

On peut utiliser le théorème précédent et appliquer le théorème de Poincaré-
Bendixson pour conclure que toute trajectoire tend soit vers un équilibre at-
tractif soit vers un cycle limite stable.

9.3 Exercices

9.3.1 Modèle de Leslie-Gower

Soit {
ẋ = (

r1 −a1 y −b1x
)
x

ẏ = (
r2 −a2

y
x

)
y,

où les paramètres r1,r2, a1, a2 sont strictement positifs et b1 Ê 0.
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1. Décrire ce modèle.

2. Décrire qualitativement ce qu’il se passe quand x tend vers 0.

Dans la suite, on étudie le modèle pour (x, y) ∈ int(R2+).

3. Déterminer l’équilibre intérieur du système qu’on notera E = (x̄, ȳ).

4. Vérifier les identités suivantes (cruciales pour la suite) :

r2x̄ = a2 ȳ , r1 = a1 ȳ +b1x̄.

5. Soit

L(x, y) = ln
(x

x̄

)
+ x̄

x
+ a1x̄

a2

(
ln

(
y

ȳ

)
+ ȳ

y

)
.

Montrer que

L̇(x, y) =−b1

x
(x − x̄)2 − a1

y
(y − ȳ)2.

En déduire que l’équilibre E est globalement asymptotiquement stable.
Nota bene : On distinguera les cas b1 > 0 et b1 = 0. On n’oubliera pas de montrer
que le minimum global de la fonction L est atteint en E .

9.3.2 Modèle de Beddington

On considère le modèle : {
ẋ = r x − ax y

1+bx+c y

ẏ =−my +e ax y
1+bx+c y ,

où les paramètres a,b,c,e,m,r sont strictement positifs.

1. Comparer ce modèle au modèle proie-prédateur de Lotka-Volterra puis
de Holling. Commenter le terme x y/(1+bx + c y). Que représente e ?

2. Tracer les isoclines ẋ = 0 et ẏ = 0.

3. Étudier la stabilité locale de (0,0).

4. Écrire les conditions sur les paramètres garantissant l’existence d’un équi-
libre dans int(R2+) qu’on notera (x̄, ȳ). Étudier sa stabilité locale.

5. Lorsque b varie, à quoi s’attend-on ? Faites des dessins appropriés.
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9.3.3 Bifurcation par effet Allee

On considère le modèle

dN

dT
= r N

(
N

K0
−1

)(
1− N

K

)
− cN P

dP

dT
= bN P −mP

où les paramètres r,K ,c,b et m sont positifs et 0 < K0 < K .

1. Mettre le système sous la forme adimensionnelle suivante :

dx

dt
= x

[(
x

γ
−1

)
(1−x)− y

]
= x[g (x)− y]

dy

dt
=β(x −α)y.

On donnera les expressions de α,β,γ en fonction des paramètres de dé-
part.

2. Dessiner les isoclines correspondant à dx/dt = 0 et dy/dt = 0 et déter-
miner les points d’équilibre en fonction des paramètres.

3. Étudier en fonction des paramètres la stabilité des trois points d’équi-
libre qui se trouvent sur l’axe des abscisses.

4. Lorsque γ< α< 1, étudier la stabilité du point d’équilibre qui se trouve
à l’intérieur du quadrant positif en fonction de α. Argumenter pourquoi
il est possible qu’un cycle limite apparaisse (c’est en fait un exemple de
bifurcation de Hopf).

5. Dans le même régime que la question précédente, à quoi peut-on s’at-
tendre lorsque α tend vers γ si le cycle limite a un diamètre de plus en
plus grand ?



Chapitre 10

Sur la compétition et la coopération

10.1 Un modèle de coopération

On considère le système 
dx
dt = r1x

(
1− x

K1
+α y

K1

)
dy
dt = r2 y

(
1− y

K2
+β x

K2

)
,

où les paramètres α,β,r1,r2,K1 et K2 sont strictement positifs. Chaque popula-
tion a un effet positif sur la croissance de l’autre : c’est interaction mutualiste, c-
à-d une association à bénéfices réciproques. On constate qu’en l’absence d’une
des populations, l’autre tend vers sa capacité de charge. Autrement dit, chaque
population peut survivre sans l’autre. On a un mutualisme facultatif.

Pour réduire le nombre de paramètres mais aussi interpréter plus facile-
ment les différents régimes, on fait le changement de variables suivant :

u = x

K1
, v = y

K2
, τ= r1t .

On obtient le modèle adimensionné{
du
dτ = u (1−u +av)
dv
dτ = r v (1− v +bu)

avec

r = r2

r1
, a = αK2

K1
, b = βK1

K2
·

Les équilibres sont au plus au nombre de quatre :

(0,0), (0,1), (1,0) et (ū, v̄)

223
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avec

ū = 1+a

1−ab
, v̄ = 1+b

1−ab
.

L’équilibre (0,0) est l’équilibre trivial, (1,0) correspond à l’équilibre logistisque
de la première population et à l’absence de la seconde, et vice versa pour l’équi-
libre (0,1).
Nous retenons l’équilibre (ū, v̄) uniquement s’il se trouve dans le quadrant po-
sitif, c’est-à-dire uniquement si ab < 1.

+ REMARQUE 10.1. On observe alors que

ū > 1, v̄ > 1.

Puisque x̄ = K1ū et ȳ = K2v̄ , cela signifie que

x̄ > K1, ȳ > K2.

Comme il se doit, le mutualisme induit que, si on se trouve en cet équilibre, les
effectifs des populations sont plus élevés que si elles étaient isolées.

Les isoclines zéros verticales sont les droites

u = 0 ou v = 1

a
(u −1).

Les isoclines zéros horizontales sont les droites

v = 0 ou v = 1+bu.

La figure suivante montre les deux situations qualitativement différentes appa-
raissant dans le modèle (on a pris r = 1) :

� quand ab > 1, on s’attend à ce que les trajectoires issues de int(R2+)
tendent vers l’infini. C’est facile à démontrer car, d’une part, la zone
du quadrant positif comprise entre les deux demi-droites attire toutes
les solutions ne s’y trouvant pas déjà. D’autre part, une fois qu’on se
trouve dans cette zone, on vérifie facilement que u̇ > 0 et v̇ > 0 pour
toute condition initiale qui n’est pas sur les axes de coordonnées. Les
solutions n’ont donc pas d’autre choix que de croître indéfiniment ;
� quand ab < 1, on s’attend à ce que les solutions issues de int(R2+) tendent

vers l’équilibre intérieur.
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FIGURE 10.1: a = 1, b = 2 (ab > 1)
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FIGURE 10.2: a = 1, b = 0.5 (ab < 1)

Stabilité locale des équilibres La matrice jacobienne en un point quelconque
(u, v) s’écrit

A(u, v) =
(
1−2u +av au

r bv r (1−2v +bu)

)
·

• En (0,0) on a

A(0,0) =
(
1 0
0 r

)
·

c-à-d que (0,0) est localement un noeud instable.
• En (1,0) on a

A(1,0) =
(−1 a

0 r (1+b)

)
·

c-à-d que (1,0) est localement un col car le déterminant est toujours positif,
quelles que soient les valeurs des paramètres.

+ REMARQUE 10.2. On peut vérifier que la variété stable de ce col est composée de
]0,1[ et de ]1,+∞[. Dans ce cas, elle coïncide avec le sous-espace stable associé à
la valeur propre −1.

• On a un résultat similaire pour (0,1).
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• On se place dans le cas ab < 1 et on étudie l’équilibre (ū, v̄) qui se trouve
dans le quadrant positif. On a

A(ū, v̄) =
(
1−2ū +av̄ aū

r bv̄ r (1−2v̄ +bū)

)
qui devient (après substitution par les équations vérifiées par ū, v̄)

A(ū, v̄) =
(−ū aū
r bv̄ −r v̄

)
·

La trace de cette matrice est négative et le déterminant est > 0 car il vaut

r (1−ab)ūv̄ .

Donc (ū, v̄) est localement un puits, donc localement asmptotiquement stable.
On a donc les deux populations qui coexistent avec des effectifs constants à

l’équilibre. La simulation ci-dessus suggère que (ū, v̄) est globalement asymp-
totiquement stable. Nous allons le démontrer.

Stabilité asymptotique globale de (ū, v̄) On se place dans les conditions où
l’équilibre (ū, v̄) existe (ab < 1). Posons ρ := av̄

r bū et introduisons la fonction L :
int(R2+) →R définie par

L(u, v) = ln
(u

ū

)
+ ū

u
−1+ρ

(
ln

(v

v̄

)
+ v̄

v
−1

)
.

Nous allons montrer que

L̇(u, v) =
(
2− ū

u
− u

ū

)
+ρr

(
2− v̄

v
− v

v̄

)
+av̄

(
2− ūv

uv̄
− uv̄

ūv

)
·

Les relations suivantes (que le lecteur peut vérifier) s’avèreront fort utiles :

1 = 1

ū
+a

v̄

ū
, 1 = 1

v̄
+b

ū

v̄
·

On calcule la dérivée de L le long des trajectoires :

L̇(u, v) =
(
1− ū

u

)
(1−u +av)+ρr

(
1− v̄

v

)
(1− v +bu).

On va réécrire le terme 1−u + av en utilisant l’indication de l’énoncé que 1 =
1
ū +a v̄

ū :

1−u +av = 1+av −u×1 (1 = 1

ū
+a

v̄

ū
)

= 1− u

ū
+av̄

(v

v̄
− u

ū

)
.
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On développe maintenant le produit
(
1− ū

u

)
(1−u+av) qui apparaît dans L̇(u, v) :(

1− ū

u

)
(1−u +av) =(

2− ū

u
− u

ū

)
+av̄

(
1− ūv

uv̄
+ v

v̄
− u

ū

)
.(10.1)

On procède de la même manière avec le produit ρr
(
1− v̄

v

)
(1−v+bu) en utilisant

cette fois-ci la relation 1 = 1
v̄ +b ū

v̄ :

ρr
(
1− v̄

v

)
(1− v +bu) =

ρr
(
2− v̄

v
− v

v̄

)
+ρr bū︸ ︷︷ ︸

=av̄

(
1− uv̄

ūv
+ u

ū
− v

v̄

)
.(10.2)

En rassemblant (10.1) et (10.2) on obtient donc

L̇(u, v) =
(
2− ū

u
− u

ū

)
+ρr

(
2− v̄

v
− v

v̄

)
+av̄

(
1− ūv

uv̄
+

�
��

v

v̄
−
�
��

u

ū
+1− uv̄

ūv
+
�
��

u

ū
−

�
��

v

v̄

)
.

On a donc L̇(u, v) < 0 pour tout u, v > 0, sauf en (ū, v̄). (En effet, chacune des
parenthèses est de la forme −(X −1)2/X , avec X > 0.) Il est facile de vérifier que
L atteint son minimum uniquement en (ū, v̄). On peut donc appliquer le théo-
rème de Liapounov : cet équilibre est asymptotiquement stable.
Enfin, on constate que L(u, v) → +∞ lorsqu’on tend vers l’un des axes de co-
ordonnées et quand ‖(u, v)‖→∞. On conclut grâce à un résultat du cours que
l’équilibre est globalement asymptotiquement stable.

Amélioration du modèle Une façon simple de remédier à l’explosion des po-
pulations du modèle précédent est de poser{

du
dτ = u

(
1−u + av

1+v

)
dv
dτ = r v

(
1− v + bu

1+u

)
·

Il s’agit tout simplement d’introduire un effet de saturation de la même forme
que dans le modèle proies-prédateurs de Rosenzweig-McArthur. Intuitivement,
cette modification ne doit pas altérer qualitativement le cas où ab < 1.

10.2 Trois compétiteurs : l’exemple de May-Leonard

Si trois populations ou plus sont en compétition, un autre phénomène, assez
curieux, peut apparaître. On dirait que, durant un laps de temps, la popula-
tion 1 est forcée d’être l’unique survivante. Puis, soudainement, sa densité s’ef-
fondre pour laisser la population 2 dominer. Enfin, après un laps de temps,
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la population 2 laisse place à la population 3. Cette dernière semble l’ultime
vainqueur de cette compétition, mais la population 1 réapparaît au dépens des
deux autres qui déclinent. Et la ronde recommence...

Un modèle rendant compte d’un tel comportement est le suivant :

(10.3)


ẋ1 = x1(1−x1 −αx2 −βx3)

ẋ2 = x2(1−βx1 −x2 −αx3)

ẋ3 = x3(1−αx1 −βx2 −x3)

où 0 < β < 1 et α+β > 2. Il est clair que ce modèle est artificiel, mais il est
explicitement analysable et met à nu un mécanisme présent dans des modèles
plus généraux.

Le modèle (10.3) présente une symétrie de permutation cyclique évidente :
si on remplace la population 1 par la 2, la 2 par la 3, et la 3 par la 1, les équa-
tions sont inchangées. Grâce à cette symétrie, les calculs sont rendus possibles.
En particulier, le calcul des valeurs propres de la matrice jacobienne est très
simple. Rappelons qu’une matrice n×n est dite circulante si elle est de la forme

(10.4)


c0 c1 c2 . . . cn−1

cn−1 c0 c1 . . . cn−2
...

...
... . . .

c1 c2 c3 . . . c0


où une permutation cyclique transforme chaque ligne en la suivante.

- EXERCICE 10.2.1. Vérifier que les valeurs propres de (10.4) sont

(10.5) µk =
n−1∑
j=0

c jλ
j k , k = 0, . . . ,n −1

et les vecteurs propres sont

(10.6) Yk = (1,λk ,λ2k , . . . ,λ(n−1)k ),

où λ est la racine nème de l’unité :

λ= exp(2πi /n).

Revenons au modèle (10.3) et observons qu’il admet un unique équilibre
intérieur X ∗ donné par

(10.7) x∗
1 = x∗

2 = x∗
3 = 1

1+α+β ·
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La matrice jacobienne en ce point est

1

1+α+β

−1 −α −β
−β −1 −α
−α −β −1

 ·
C’est une matrice circulante. Par (10.5) ses valeurs propres sont µ0 = −1 (avec
comme vecteur propre associé (1,1,1)) et

µ1 =µ2 = 1

1+α+β (−1−αe2πi /3 −βe4πi /3).

La partie réelle commune de µ1 et µ2 est donc

1

1+α+β
(
−1+ α+β

2

)
qui est positive par hypothèse. Donc l’équilibre X ∗ est un col.

Il y a quatre autres équilibres mais ils se trouvent sur bd(R3+) : (0,0,0) (qui
est une source), et les cols e1 = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1).

FIGURE 10.3: Modèle de May-Leonard

La restriction de (10.3) à la face x3 = 0 donne le modèle de compétition
(5.10) pour x1 et x2, celle que nous avons présenté au chapitre 5, section 5.2.
En l’absence de la population 3, la population 2 est dominante : la population
1 disparaît. Ceci implique que la variété stable de e2 est l’ensemble {(x1, x2, x3) :
x1 Ê 0, x2 > 0, x3 = 0} et que la variété instable de e1 est l’unique trajectoire
Γ2 convergeant vers e2. Sur les autres faces du bord de R3+, la situation est
du même type : dans le plan x1 = 0, il y a une trajectoire Γ3 dont l’α-limite
est e2 et l’ω-limite est e3, tandis que dans le plan x2 = 0, il y a une trajectoire
Γ1 dont l’α-limite est e3 et l’ω-limite est e1. Autrement dit, l’ensemble H =
{e1}∪Γ2 ∪ {e2}∪Γ3 ∪ {e3}∪Γ1 est un cycle hétérocline.
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Commençons par observer que la diagonale∆= {(x1, x2, x3) ∈R3+ : x1 = x2 =
x3} est invariante et que sur celle-ci la dynamique se réécrit

u̇ = u(1−u(1+α+β)),

qui est l’équation logistique. L’équilibre X ∗ (cf. (10.7)), qui se trouve sur∆, attire
donc tous les points de ∆.

Nous allons montrer que toutes les trajectoires se trouvant à l’intérieur de
R3+, privé de la diagonale ∆, ont pour ω-limite le cycle hétérocline H .

+ PROPOSITION 10.1. Le cycle hétérocline H est l’ω-limite de tout point de int(R3+)\∆.

Démonstration. On va utiliser deux fonctions auxiliaires :

S = x1 +x2 +x3 et P = x1x2x3.

On a

(10.8) Ṡ = x1 +x2 +x3 −
[
x2

1 +x2
2 +x2

3 + (α+β)(x1x2 +x2x3 +x3x1)
]

et
Ṗ = ẋ1x2x3 +x1ẋ2x3 +x1x2ẋ3 = P (3− (1+α+β)S).

L’équation (10.8) implique que Ṡ É S(1− S), donc aucune des populations ne
peut avoir son effectif qui explose. Un calcul simple donne

d

dt

(
P

S3

)
= S−4P

(
1−

(
α+β

2

)[
(x1 −x2)2 + (x2 −x3)2 + (x3 −x1)2])É 0.

Nous pouvons appliquer le théorème 7.33 à cette fonction de Liapounov : toute
trajectoire issue d’un point dans int(R3+)\∆ converge vers le bord, qui est pré-
cisément le lieu où P s’annule. Or, nous savons que le seul candidat pour un
ensemble ω-limite est H . C.Q.F.D.

Il est instructif d’étudier le comportement des moyennes temporelles pour
ce système. Nous avons vu dans la section 11.1 que les moyennes temporelles
convergent vers un équilibre intérieur pourvu que les trajectoires n’atteignent
pas le bord deRn+. Par contre, pour le système (10.3), les trajectoires convergent
vers bd(R3+), ce qui entraîne, comme nous allons le voir, que leurs moyennes
temporelles ne convergent pas. L’idée est que les trajectoires passent la plupart
de leur temps près des équilibres e1,e2,e3. Leurs moyennes temporelles

Z (T ) = 1

T

Tw

0

X (t )dt
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vont converger vers le plan d’équation

(10.9) z1 + z2 + z3 = 1.

Considérons à nouveau l’équation (11.7) qui s’applique ici. Puisque xi (T ) est
borné supérieurement, tout point d’accumulation du membre de gauche de
cette équation est négatif ou nul. Donc, tout point d’accumulation Z des moyennes
temporelles Z (T ) satisfait

(10.10) ri +
n∑

j=1
ai j z j É 0.

Plus précisément, prenons une suite Tk →+∞ telle que Z (Tk ) → Z et soit X̄ un
point d’accumulation de X (Tk ). Il y a deux possibilités :

1. X̄ se trouve sur l’une des trajectoiresΓ1,Γ2,Γ3. Dans ce cas, seule une des
coordonnées de X̄ est nulle, disons que x̄1 = 0, x̄2 > 0, x̄3 > 0. L’équation
(10.10) nous donne une inégalité et deux équations satisfaites par Z :

(10.11)
1− z1 −αz2 −βz3 É 0
1−βz1 − z2 −αz3 = 0
1−αz1 −βz2 − z3 = 0.


Ce système dértermine un segment de droite reliant l’équilibre intérieur
X ∗ et l’intersection des isoclines nulles ẋ2 = 0 et ẋ3 = 0 dans le plan x1 =
0. En tenant compte de l’information supplémentaire donnée par (10.9),
la position de Z est déterminée. Appelons A2 ce point. On peut définir
de même A3 et A1.

2. X ∗ coïncide avec l’un des équilibres du bord, disons e1. Alors (10.10)
donne une égalité et deux inégalités qu’on obtient à partir de (10.11) en
changeant ‘É’ en ‘=’ et ‘=’ en ‘É’. On en déduit que Z se trouve sur le
segment joignant A1 à A3. Puisque l’ensemble des points d’accumula-
tion de Z (T ) est connexe, tout point de ce segment est en fait un point
d’accumulation.

Ces considérations montrent que l’ensemble des points d’accumulation des
moyennes temporelles Z (T ) est le bord du triangle A1 A2 A3 obtenu comme l’in-
tersection du plan (10.9) avec la région (10.10), comme l’illustre la figure 10.3.

10.3 Notes

D’autres modèles de compétition, notamment dans un chémostat, sont traités
dans [Wal83].





Chapitre 11

Quand plus de deux populations
interagissent :
équations de Lotka-Volterra

Un modèle de Lotka-Volterra général est de la forme :

(11.1) ẋi = xi

(
ri +

n∑
j=1

ai j x j

)
(i = 1, . . . ,n).

Les taux d’accroissements ẋi /xi sont linéaires et la matrice A = (ai j ) est appelée
matrice d’interaction. Les coefficients ai j décrivent l’effet de la population j sur
l’espèce i : si ai j > 0, la population j favorise la croissance de la population i et
si ai j < 0, la population j inhibe la croissance de la population i .

L’espace des états est bien sûr l’orthant non-négatif

Rn
+ = {

X = (x1, . . . , xn) ∈Rn : xi Ê 0 pour i = 1, . . . ,n
}·

Les plans d’équation xi = 0 sont les faces du bord de Rn+. Chaque (hyper)plan
xi = 0 correspond aux états du système pour lesquels la population i est ab-
sente. Ces faces sont invariantes : xk (t ) = 0 (∀t > 0) est l’unique solution de
la kème équation dans (11.1) qui satisfait xk (0) = 0. Par conséquent, le bord
bd(Rn+), et donc Rn+ lui-même, sont invariants sous l’action de la dynamique.
L’intérieur int(Rn+) est donc lui aussi invariant, ce qui signifie que, si xk (0) > 0,
alors xk (t ) > 0 pour tout t . La densité de la population i peut tout de même
tendre vers 0, ce qui veut dire qu’elle s’éteint.

Nous avons mentionné plus haut que toutes les équations de Lotka-Volterra
pour n = 2 peuvent être classifiées. Pour n Ê 3, de nombreuses questions de-
meurent largement ouvertes. Nous verrons notamment (cf. dernière section du
chapitre) un exemple avec trois populations qui présente un attracteur qui n’est

233



234 CHAPITRE 11. QUAND PLUS DE DEUX POPULATIONS INTERAGISSENT

ni un équilibre ni un cycle limite.
Dans les sections suivantes, nous obtenons quelques résultats généraux sur les
équations de Lotka-Volterra et décrivons leurs implications écologiques.

11.1 Équilibres intérieurs

Les équilibres de (11.1) situés dans int(Rn+), que nous appellerons les équilibres
intérieurs, sont les solutions des équations linéaires

(11.2) ri +
n∑

j=1
ai j x j = 0 (i = 1, . . . ,n)

dont les composantes sont positives. (Les équilibres sur le bord deRn+ peuvent
être déterminés de la même manière puisque la restriction de (11.1) à une face
du bord est encore une équation de Lotka-Volterra.)

+ THÉORÈME 11.1. L’intérieur de Rn+ contient des α- ou des ω-limites si et seule-
ment si (11.1) admet un équilibre intérieur.

Démonstration. L’implication directe est triviale puisque un équilibre est sa
propre α- ou des ω-limite. C’est l’autre implication qui présente un intérêt,
puisqu’il n’est en principe pas difficile de vérifier si (11.2) a des solutions po-
sitives. Si l’implication est vraie, cela signifie que toute trajectoire soit converge
vers le bord soit tend vers l’infini.
Nous allons raisonner par l’absurde. Soit E : X → Y l’application affine définie
par

yi = ri +
n∑

j=1
ai j x j (i = 1, . . . ,n).

Si (11.1) n’admet aucun équilibre intérieur, l’ensemble convexe K = E(int(Rn+))
ne rencontre pas 0. Par un théorème classique d’analyse convexe, nous savons
qu’il doit exister un hyperplan passant par 0 et qui est disjoint de K . Donc, il
existe un vecteur V = (v1, . . . , vn)T 6= 0 orthogonal à H (c.-à-d. 〈V , X 〉 = 0 pour
tout X ∈ H) tel que 〈V ,Y 〉 soit positif pour tout Y ∈ K . Soit

(11.3) L(X ) =
n∑

i=1
vi ln xi .

Cette fonction est définie sur int(Rn+). Si Φ(t ; X ) est une solution de (11.1) dans
int(Rn+), alors la dérivée L̇(X ) (de la fonction t 7→ L(Φ(t ; X )) satisfait

(11.4) L̇(X ) =
n∑

i=1
vi

ẋi

xi
=

n∑
i=1

vi yi = 〈V ,Y 〉 > 0.
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La fonction L croît le long de toute trajectoire, c’est une fonction de Liapou-
nov. Mais alors aucun point Z ∈ int(Rn+) ne peut appartenir à l’ω-limite d’une
trajectoire dans int(Rn+). En effet, par le théorème ??, on doit avoir L̇(Z ) = 0.
Nous sommes donc arrivés à une contradiction, ce qui conclut la démonstra-
tion. C.Q.F.D.

En général, (11.2) admet au plus une solution dans int(Rn+). C’est seulement
dans le cas dégénéré detA = 0 que (11.2) peut avoir plus d’une solution : elles
forment alors un continuum d’équilibres.

Dans le cas où il existe un unique équilibre intérieur X ∗, et si la solution
Φ(t ; X ) ne converge ni vers le bord ni vers l’infini, alors sa moyenne temporelle
converge vers X ∗ :

+ THÉORÈME 11.2. S’il existe des constantes positives a et A telles que a <φt
i (X ) <

A pour tout i et pour tout t > 0, et si X ∗ est l’unique équilibre intérieur, alors

(11.5) lim
T→+∞

1

T

Tw

0

φt
i (X )dt = x∗

i (i = 1, . . . ,n).

Démonstration. Écrivons (11.1) sous la forme

(11.6)
d(ln xi )

dt
= ri +

n∑
j=1

ai j x j .

En intégrant de 0 à T , puis en divisant par T , on obtient

(11.7)
ln xi (T )− ln xi (0)

T
= ri +

n∑
j=1

ai j z j (T )

où

(11.8) z j (T ) ≡ 1

T

Tw

0

x j (t )dt .

Or, a < z j (T ) < A pour tout j et tout T > 0. Considérons maintenant n’importe
quelle suite Tk qui concerge vers +∞. La suite bornée z j (Tk ) admet une sous-
suite convergente. Par diagonalisation nous obtenons une sous-suite (que nous
appelons encore Tk pour simplifier les notations) telle que z j (Tk ) converge
pour tout j vers une limite, que nous notons z∗

j . Les suites ln xi (Tk )− ln xi (0)
sont également bornées. Par passage à la limite dans (11.7), on trouve donc
l’équation

0 = ri +
n∑

j=1
ai j z∗

j .
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Le point Z∗ = (z∗
1 , . . . , z∗

n) est donc un équilibre. Puisque z∗
j Ê a > 0, il appartient

à int(Rn+). Donc Z∗ coïncide avec X ∗. On a donc bien démontré (11.5). C.Q.F.D.

11.2 Chaînes alimentaires

Nous allons modéliser une chaîne alimentaire à l’aide d’une équation de
Lotka-Volterra : la première population sera la proie de la seconde, qui à son
tour sera la proie de la troisième, et ainsi de suite jusqu’à la nème qui se trouve
au sommet de la chaîne. En prenant en compte la compétition intraspécifique
pour chaque population, on propose le modèle suivant :

(11.9)
ẋ1 = x1(r1 −a11x1 −a12x2)
ẋ j = x j (−r j +a j , j−1x j−1 −a j j x j −a j , j+1x j+1, j=2,...,n−1

ẋn = xn(−rn +an,n−1xn−1 −ann xn)


où tous les paramètres r j , ai j sont positifs. Le cas n = 2 est le modèle (??). Nous
allons voir que le cas général ne conduit à rien de nouveau :

+ THÉORÈME 11.3.
Si (11.9) admet un équilibre intérieur X ∗, alors il est globalement stable dans le
sens que toutes les trajectoires dans int(Rn+) convergent vers X ∗.

Démonstration. Écrivons (11.9) sous la forme ẋi = xi wi et essayons comme
fonction de Liapounov

(11.10) L(X ) =
n∑

i=1
ci (xi −x∗

i ln xi ),

où les ci sont des paramètres ajustables. Cette fonction est bien définie sur
int(Rn+). On a

L̇(X ) =
n∑

i=1
ci

(
ẋi −x∗

i
ẋi

xi

)
=

n∑
i=1

ci (xi wi −x∗
i wi ) =

n∑
i=1

ci (xi −x∗
i )wi .(11.11)

Or, X ∗ étant un équilibre, nous avons l’équation

r j = a j , j−1x∗
j−1 −a j j x∗

j −a j , j+1x∗
j+1, j = 2, . . . ,n −1,

ainsi que des équations du même genre pour j = 1 et j = n. Nous en déduisons
que

w j = a j , j−1(x j−1 −x∗
j−1)−a j j (x j −x∗

j )−a j , j+1(x j+1 −x∗
j+1).
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Posant y j = x j −x∗
j , (11.11) devient

(11.12) L̇(X ) =−
n∑

j=1
c j a j j y2

j +
n−1∑
j=1

y j y j+1(−c j a j , j+1 + c j+1a j+1, j ).

Nous pouvons encore choisir les constantes c j > 0 de telle manière que

c j+1

c j
= a j , j+1

a j+1, j

pour j = 1, . . . ,n. Alors (11.12) devient

L̇(X ) =−
n∑

j=1
c j a j j (x j −x∗

j )2 É 0.

Par le théorème ??, l’ω-limite de toute trajectoire dans int(Rn+) est {X ∗}. C.Q.F.D.

- EXERCICE 11.2.1. Montrer qu’en l’absence de compétition intraspécifique parmi
les prédateurs (c.-à-d. a j j = 0 pour j = 2, . . . ,n), X ∗ reste un attracteur global
dans int(Rn+).
(Indication : Une ω-limite est un ensemble invariant par la dynamique.)

- EXERCICE 11.2.2. Discuter les différents types de portraits de phase possibles
pour (11.9). Montrer qu’en augmentant de plus en plus r1 les prédateurs peuvent
subsister. Quelles sont les valeurs de bifurcation ?

- EXERCICE 11.2.3. Étudier la chaîne alimentaire avec «recyclage» :

ẋ1 =Q −a12x1x2 +
n∑

k=2
bk xk

ẋ j = x j (−r j +a j , j−1x j−1 −a j , j+1x j+1), j = 2, . . . ,n.

11.3 Le principe d’exclusion compétitive

Ce principe énonce que si n populations dépendent de m ressources, avec
m < n, alors au moins une des populations doit disparaître.

Nous allons démontrer ce principe dans le cadre des équations de Lotka-
Volterra. Le fait que les populations dépendent linérairement des ressources
s’avère crucial dans l’argument. Nous supposons que le taux de croissance de
la i ème population est de la forme

(11.13)
ẋi

xi
= bi 1R1 +·· ·+bi mRm −αi (i = 1, . . . ,n).
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La constante αi > 0 indique à quel taux la population i décline en l’absence
de toute ressource. La quantité Rk mesure l’abondance de la ressource k et le
coefficient bi k décrit l’efficacité de la i ème population à tirer profit de la kème
ressource. L’abondance des ressources dépend, bien sûr, de la densité des po-
pulations. Si cette dépendance est linéraire, c.-à-d. , si

(11.14) Rk = R̄k −
n∑

i=1
xi aki

où les R̄k et les aki sont des constantes positives, alors (11.13) est bien un cas
particulier d’équation de Lotka-Volterra. L’hypothèse (11.14) n’est pas néces-
saire : il suffit de postuler que les ressources peuvent être épuisées, c.-à-d. que
les densités xi ne peuvent pas croître indéfiniment.

Puisque n > m, le système d’équations

n∑
i=1

ci bi j = 0 ( j = 1, . . . ,m)

admet une solution non triviale (c1, . . . ,cn). Soit

α≡
n∑

i=1
ciαi .

Nous ne considérons que le cas général où α 6= 0. On peut dans ce cas toujours
supposer que α> 0. De (11.13) on tire que

n∑
i=1

ci
d(ln xi )

dt
=

n∑
i=1

ci
ẋi

xi
=−α.

En intégrant de 0 à T , on obtient

n∏
i=1

xi (T )ci =Ce−αT

pour une constante C > 0. Lorsque T tend vers +∞, le membre de droite de
l’équation précédente converge vers 0. Puisque les xi (T ) sont bornés, il doit y
avoir au moins un indice i telle que liminfT→+∞ xi (T ) = 0, ce qui traduit l’ex-
tinction de la population i .

11.4 Deux proies en compétition et un prédateur

On considère le modèle suivant :
ẋ = x(1−x − y −10z)

ẏ = y(1−1.5x − y − z)

ż = z(−1+5x +0.5y −0.01z).
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C’est un système différentiel de Lotka-Volterra qui décrit l’interaction de deux
populations en compétition (de densité x et y) qui sont la proie d’un prédateur
(de densité z). La figure suivante montre une seule trajectoire de ce système
avec x0 = 0.4, y0 = 0.4, z0 = 0.3. On observe qu’elle se concentre sur une sorte
de surface après un certain temps. C’est un attracteur qui n’est pas un équi-
libre et dont il est difficile de croire que c’est un cycle limite. Une exploration
plus poussée montre que ce n’est effectivement pas un cycle limite. C’est en fait
un objet très compliqué qui n’est pas de dimension entière. Il est très compli-
qué parce qu’il attire toutes les solutions qui se trouvent dans son voisinage et
qu’elles sont asujéties à rester pour toujours dans un région bornée de l’espace
sans jamais s’intersecter !
Il s’agit d’un phénomène qu’on appelle le chaos déterministe et qui n’est pos-
sible qu’en dimension trois et plus.

FIGURE 11.1: Modèle avec deux proies et un prédateur.

11.5 Notes

Le livre [Tak96] est entièrement consacré aux équations de Lotka-Volterra.





Chapitre 12

Reproduction en environnement
aléatoire

12.1 Modèle général markovien

Modélisation de l’environnement On note E = {e1, . . . ,e J } les J environne-
ments possibles. On considère une chaîne de Markov (En : n Ê 0) à valeurs dans
E , où En donne l’environnement entre les générations n et n +1.

Reproduction d’un individu Le nombre de descendants d’un individu est une
v.a. dépendant de l’environnement : pour chaque environnement e ∈ E , on se
donne une loi de reproduction pe et on note ϕe sa fonction génératrice :

ϕe (s) = ∑
jÊ0

pe ( j )s j (s ∈ [0,1]).

On suppose que pour tout e ∈ J , le nombre moyen de descendants dans l’envi-
ronnement e est fini :

me := ∑
jÊ1

j pe ( j ) =ϕ′
e (1) <∞.

Dynamique de la population On définit ensuite le processus (Zn : n Ê 0), où
Zn ∈N, de la manière suivante :

Pour tout n ∈N et pour tout e ∈ E , conditionnellement à {En = e},

Zn+1 =
Zn∑

i=1
Ni ,n

où les variables aléatoire Ni ,n sont indépendantes et de même loi
pe .
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Le processus modélise une population se reproduisant de manière aléa-
toire dans un environnement lui-même aléatoire. Si initialement deux indi-
vidus sont présents, ils ne vont pas évoluer indépendamment l’un de l’autre.
Dans ce modèle, l’individu n’affecte pas l’environnement mais l’environnement
affecte la reproduction de l’individu. Chaque environnement affecte même-
ment le nombre de descendants des individus d’une génération donnée. Si on
pense par exemple à des plantes, on peut imaginer un environnement sec et un
environnement humide conditionnant qu’on ait peu ou beaucoup de graines
pour l’année suivante. Si on veut modéliser une maladie dans ce cadre, il faut
une maladie transmise par l’environnement. En effet, il n’y a pas ici de dépen-
dance des Ni ,n en Zn , donc pas la possibilité de décrire une maladie transmis-
sible d’individu à individu.

À partir de maintenant, on suppose la population initale est égale à
1 : Z0 = 1.

L’outil clé est les fonctions génératrices. On pose

Φn(s) :=E(
sZn

∣∣E0, . . . ,En−1
)

la fonction génératrice (aléatoire) de Zn condionnellement à la succession des
environnements jusqu’à la génération n.

+ PROPOSITION 12.1.
On a

Φn(s) =ϕE0 ◦ϕE1 ◦ · · · ◦ϕEn−1 (s) p.s.

Démonstration. Montrons que pour tout e ∈ E , k Ê 0 et s ∈ [0,1], on a

E
(
sZn+1

∣∣Zn = k,En = e
)=ϕe (s)k .

Conditionnellement à {En = e}, les v.a. (Ni ,n : i Ê 0) sont i.i.d. de fonction géné-
ratrice ϕe , donc

E
(
sZn+1

∣∣Zn = k,En = e
)=E(

s
∑Zn

i=1 Ni ,n
∣∣Zn = k,En = e

)
=E(

s
∑k

i=1 Ni ,n
∣∣Zn = k,En = e

)
= (
E(sNi ,n

∣∣Zn = k,En = e)
)k

= (
E(sNi ,n

∣∣En = e)
)k

=ϕe (s)k .

On a donc montré que

E
(
sZn+1

∣∣Zn ,En
)= (

ϕEn (s)
)Zn (p.s.)
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d’où découle le résultat par récurrence sur n. C.Q.F.D.

Le résultat suivant donne une condition suffisante pour l’extinction presque
sûre de la population.

+ THÉORÈME 12.1.
Soit

Sn :=
n−1∑
i=0

Xi et Xi := lnm(Ei ) = lnϕ′
Ei

(1)

avec la convention S0 := 0. Si

liminf
n→∞ Sn =−∞ p.s.

alors la population s’éteint presque sûrement en temps fini.

Démonstration. Le calcul de la dérivée de Φn en s = 1 donne

E
(
Zn

∣∣E0, . . . ,En−1
)= exp(Sn)

qui est valable sur un ensemble de probabilité un. L’extinction à la génération
n implique l’extinction à la génération n +1 :

Zn = 0 ⇒ Zn+1 = 0.

Donc les probabilités de survie (P(Zn > 0))n forment une suite décroissante.
On en déduit que

P(Zn > 0| E0, . . . ,En−1
)É min

(
P(Zk > 0|E0, . . . ,En−1) : k = 0, . . . ,n

)
É min

(
E(Zk |E0, . . . ,En−1) : k = 0, . . . ,n

)
= min

(
exp(Sk ) : k = 0, . . . ,n −1

)
= exp(Ln)

où on a introduit

Ln := min(Si : i = 0, . . . ,n −1) (n Ê 1).

Pour la seconde inégalité, on a utilisé le fait que

E
(
Zk

∣∣E0, . . . ,En−1
)=E(

Zk1ZkÊ1
∣∣E0, . . . ,En−1

)
ÊE(

1ZkÊ1
∣∣E0, . . . ,En−1

)
=P(

Zk Ê 1
∣∣E0, . . . ,En−1

)
=P(

Zk > 0
∣∣E0, . . . ,En−1

)
.
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On a donc démontré que

(12.1) P(Zn > 0| E0, . . . ,En−1
)É exp(Ln), n Ê 1.

Pour survivre, la population doit bénéficier d’un environnement pas trop dé-
favorable. Or l’effet moyen (en terme de nombre moyen de descendants) d’un
environnement est contrôlé par Sn . Si Si passe par une valeur très basse, la po-
pulation s’éteint et le fait que Si remonte ensuite n’a aucun effet. Observons
que, puisque (Ln) est p.s. décroissante et que liminfn→∞ Sn =−∞, on a

liminf
n→∞ Ln = lim

n→∞Ln =−∞ p.s.

Intégrons maintenant l’inégalité (12.1) sur les environnements :

P(Zn > 0) =E(
P(Zn > 0|E0, . . . ,En−1)

)ÉE(exp(Ln)).

Puisque, pour tout n, Ln É L1 = S0 = 0, on a 0 < exp(Ln) É 1 (p.s), donc par le
théorème de convergence dominée on conclut que

(12.2) lim
n→∞P(Zn > 0) ÉE(

lim
n→∞exp(Ln)

)= 0.

(On sait que limn→∞P(Zn > 0) existe car (P(Zn > 0))n est une suite décrois-
sante.)
Pour conclure, il faut se rappeler que la convergence p.s. de (Zn) (qui est une
suite de v.a. à valeurs dansN) vers 0 équivaut à montrer que

lim
n→∞P

( ∞⋂
i=n

{Zi = 0}
)
= 1.

Mais puisque {Zk = 0} ⊂ {Zk+p = 0} ∀p ∈N∗, il est équivalent de montrer que

lim
n→∞P

(
Zn = 0

)= 1.

D’après (12.2), nous avons bien cette convergence et donc la population s’éteint
presque sûrement au bout d’un temps fini. C.Q.F.D.

Le théorème précédent est très général. On peut montrer que la condition
est également nécessaire. Nous allons maintenant donner une condition suffi-
sante plus précise si on suppose que les environnements forment une chaîne
de Markov irréductible.

+ THÉORÈME 12.2.
Supposons que la chaîne de Markov (En) est irréductible et soit µ son unique loi

de probabilité invariante. Si

J∑
j=1

µ(e j ) lnϕ′
e j

(1) < 0,

alors la population s’éteint presque sûrement.
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Démonstration. On sait qu’il existe une loi de probabilité probabilité (µ(e j ) :
j = 1, . . . , J ) telle que pour chaque e j ∈ E

(12.3)
1

n
#
{
0 É i É n −1 : Ei = e j

} n→∞−−−−→µ(e j ) (p.s.).

C’est une application de la loi des grands nombres pour les chaînes de Markov.
Ce théorème nous donne aussi que

(12.4)
Sn

n
n→∞−−−−→

J∑
j=1

µ(e j ) lnϕ′
e j

(1) (p.s.).

(On peut aussi écrire

Sn

n
=

J∑
j=1

1

n
#
{
0 É i É n −1 : Ei = e j

}
lnm(e j )

puis utiliser (12.3) pour déduire (12.4).)
Sous l’hypothèse de l’énoncé, Sn tend vers −∞ avec probabilité une, donc on
peut appliquer le théorème précédent et conclure. C.Q.F.D.

12.2 Processus de Bienaymé-Galton-Watson
avec catastrophes

On va appliquer les résultats de la section précédente dans un cas particulier.
On considère un processus de Bienaymé-Galton-Watson où avec loi de repro-
duction ν. On note m sa moyenne.
On suppose qu’à chaque génération, une catastrophe se produit avec probabi-
lité ε ∈ ]0,1[. Cette catastrophe tue alors indépendamment chacun des indivi-
dus avec probabilité p ∈]0,1[. Donc, s’il n’y a pas de catastrophe, un individu a
en moyenne m descendants alors qu’il n’en aura en moyenne que mp si une
catastrophe se produit.
On définit des v.a. Ei à valeurs dans {0,1} de la manière suivante : à la génération
i , Ei = 1 s’il y a une catastrophe et Ei = 0 sinon. (Ei ) est une chaîne de Markov
les Ei sont des v.a.i.i.d. Sa loi de probabilité invariante est (q0, q1) avec q0 = ε et
q1 = 1−ε. On aP(En = j ) = q j donc la convergence de (Ei ) vers sa loi de proba-
bilité invariante est triviale.
On définit le processus (Zn) comme dans la section précédente. C’est un pro-
cessus de Bienaymé-Galton-Watson en environnement aléatoire (Ei ) avec E =
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{0,1} avec p0 = ν et p1 est la loi d’une v.a. définie par

N∑
i=1
1{UiÉp}

où N est une v.a. de loi ν et où les Ui sont des v.a.i.i.d. uniformes sur [0,1] indé-
pendantes de N .

Taille moyenne de la population

+ PROPOSITION 12.2.
Pour tout n on a

E(Zn) = [m(1−ε)+mpε]n .

On constate que la taille moyenne de la population explose (resp. est constante,
resp. tend vers zéro) si m(1−ε)+mpε> 1 (resp. = 1, resp. < 1).
Démonstration. En refaisant ce qu’on a fait auparavant, on peut calculer la
taille moyenne de la population à la génération n :

E(Zn) =E(
E(Zn |E0, . . . ,En−1)

)=E(
exp(Sn)

)
avec

Sn =
n−1∑
i=0

Xi = ln(m)#{0 É i É n −1 : Ei = 0)+ ln(m(1−p))#{0 É i É n −1 : Ei = 1}.

Les v.a. Xi sont indépendantes et toutes distribuées comme une v.a. X qui prend
la valeur lnm(0) = lnm avec probabilité ε ou la valeur lnm(1) = ln(mp) avec
probabilité 1−ε. On obtient donc

E(Zn) =
(
E(exp X )

)n =
(
e lnm(0)P(E = 0)+e lnm(1)P(E = 1)

)n = [m(1−ε)+mpε]n .

C.Q.F.D.

Condition suffisante d’extinction Pour avoir extinction, il suffit que liminfn→∞ Sn =
−∞, d’après le théorème 12.1. Or, par la loi forte des grands nombres, Sn/n tend
p.s. versE(X ). Donc si

E(X ) = (1−ε) ln(m)+ε ln(mp) < 0

alors Sn tend vers −∞ p.s., ce qui implique l’extinction.
D’après la proposition précédente, la population moyenne explose si ln(m(1−
ε)+mpε) < 0. Or, par convexité du logarithme

ln(m(1−ε)+mpε) > (1−ε) ln(m)+ε ln(mp)

Donc on peut donc avoir extinction avec probabilité un mais explosion en moyenne.



Chapitre 13

Métapopulations puits-sources

Nous avons introduit un modèle puits-sources au chapitre 6 que nous allons
pouvoir complètement étudier grâce aux outils de la partie précédente.

13.1 Le modèle

Dynamique locale On modélise la dynamique dans chacune des parcelles
par un processus de Bienaymé-Galton-Watson. On a deux types de parcelles :

� les sources, qui correspondent à des habitats de bonne qualité : sans
les effets de migration, la population augmenterait de façon exponen-
tielle. On les modélisera par un processus de Bienaymé-Galton-Watson
de nombre moyen de descendants M strictement plus grand que 1.
� les puits, qui correspondent à des habitats de mauvaise qualité : sans les

effets de migration, la population s’éteindrait presque sûrement. On les
modélisera par un processus de Bienaymé-Galton-Watson de nombre
moyen de descendants m strictement inférieur à 1.

On suppose qu’il y a N puits et une source.

Dynamique de migration (matrice de transition) On suppose que les N puits
et la source sont reliés entre eux comme dans la figure suivante :
On numérote les puits avec 1,2, . . . , N et la source avec 0. Un individu qui se
trouve dans un puits a une probabilité qg > 0 (resp. qd > 0) d’aller dans la par-
celle voisine de gauche (resp. de droite). Il peut rester sur place avec probabilité
1−qg −qd Ê 0. Un individu se trouvant dans la source (parcelle “0”) a une pro-
babilité pg > 0 (resp. pd > 0) d’aller dans le puits voisin de gauche (resp. de
droite). Il peut rester sur place avec probabilité 1−pg −pd Ê 0.
On peut résumer la dynamique de migration à l’aide d’une matrice de transi-
tion P de taille (N + 1)× (N + 1) dont les coefficients P (i , j ) sont indexés par

247
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FIGURE 13.1: Exemple de modèle puits-sources avec une source et N = 7 puits.

{0,1, . . . , N } :
� pour i = 1,2, . . . , N , P (i , i +1) = qd , P (i , i −1) = qg et P (i , i ) = 1−qd −qg

(par convention on pose P (N , N +1) ≡ P (N ,0)) ;
� pour i = 0, P (0,1) = pd , P (0, N ) = pg et P (0,0) = 1−pd −pg ;
� les autres coefficients sont nuls.

Notons que la somme des coefficients de chaque ligne vaut 1. On dit que la
matrice est stochastique.

Dynamique de la métapopulation Nous pouvons maintenant décrire la dy-
namique globale du système pour laquelle le temps t est discret. À chaque gé-
nération t , chaque individu se reproduit indépendamment des autres et meurt.
Il donne naissance à certain nombre aléatoire de descendants selon un pro-
cessus de Bienaymé-Galton-Watson qui dépend de la nature de la parcelle : le
nombre moyen de descendants vaut m < 1 si c’est un puits ou M > 1 si c’est
la source. Chaque descendant a la possibilité de changer de parcelle indépen-
damment des autres selon la matrice P décrite précédemment.
Donc, à la génération t+1, une partie des descendants d’un individu d’une par-
celle i a migré dans l’une des parcelles voisines (i −1 ou i +1). En plus des indi-
vidus qui demeurent dans la parcelle i , une partie des descendants d’individus
de parcelles i −1 et i +1 y arrive. Et ainsi de suite.

La question fondamentale est la suivante :

Supposons qu’au temps t = 0 il y ait un unique individu dans la
source. Peut-on donner un critère d’extinction pour la population
formée de ses descendants ?

On a le théorème suivant :

+ THÉORÈME 13.1 (Critère d’extinction).



13.2. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 249

La population s’éteint avec probabilité un si et seulement si

M
(
p +pd

λ−µ+λµ(λN −µN )

λN+1 −µN+1
+pg

λN −µN + (λµ)N (λ−µ)

λN+1 −µN+1

)
É 1

où λ et µ sont les racines de l’équation

mqd u2 + (mq −1)u +mqg = 0

et
p ≡ 1−pd −pg et q ≡ 1−qd −qg .

13.2 Démonstration du théorème

On va le décomposer en deux parties.

13.2.1 Étude d’une chaîne de Markov auxiliaire

Nous allons étudier les propriétés de la chaîne de Markov dont le graphe de
transition est donné dans la figure 13.1 dans le cas particulier où N = 7. On la
note (Xn ;n Ê 0).
Il est facile de vérifier que du fait que pd > 0 et qd > 0 la chaîne est irréductible.

Soit T = inf{n Ê 0 : Xn = 0}. Pour k = 0, . . . , N et m ∈R+, on définit

(13.1) ak =E[
mT

∣∣X0 = k
]

avec la convention aN+1 = a0.
Nous allons chercher une relation de récurrence entre ak−1, ak et ak+1 pour
k = 1, . . . , N . Pour k = 1, · · · , N , on fait faire un pas à la chaîne de Markov et on
utilise la propriété de Markov au temps 1 :

E[mT
∣∣X0 = k] =

E
[
mT1{X1=k+1}

∣∣X0 = k
]+E[

mT 1{X1=k}
∣∣X0 = k

]+E[
mT1{X1=k−1}

∣∣X0 = k
]
.

Ensuite on utilise la chaîne de Markov X ′
n = Xn+1 et T ′ = inf{n Ê 0 : X ′

n = 0}.
Grâce à la propriété de Markov,

E
[
mT1{X1=k+1}

∣∣X0 = k
]=E[

m1+T ′
1{X1=k+1}

∣∣X0 = k
]

= mP(X1 = k +1|X0 = k)E
[
mT ′∣∣X0 = k, X1 = k +1

]
= mP(X1 = k +1|X0 = k)E

[
mT ′∣∣X ′

0 = k +1
]
.
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Par homogénéité de la chaîne de Markov, on obtient E
[
mT1{X1=k+1}

∣∣X0 = k
] =

mqd ak+1. Les deux autres termes s’expriment de la même façon et donc

ak = mqd ak+1 +mqak +mqg ak−1

qui nous donne 0 = mqd ak+1 + (mq −1)ak +mqg ak−1.
Nous sommes face à une suite récurrence double. La solution ak est de la

forme ak =λkα+µkβ, où λ,µ sont les deux solutions (supposées distinctes) de
l’équation 0 = mqd x2+(mq−1)x+mqg . Comme a0 = aN+1 = 1, on a 1 =α+β=
λN+1α+µN+1β et donc

α= µN+1 −1

µN+1 −λN+1
, β= λN+1 −1

λN+1 −µN+1
.

Donc

(13.2) a1 = λ−µ+λµ(λN −µN )

λN+1 −µN+1
et aN = λN −µN + (λµ)N (λ−µ)

λN+1 −µN+1
·

13.2.2 Étude de la métapopulation

On appelle Z (i )
n le nombre d’individus vivant dans le site i à la génération n.

Les individus vivant à l’instant n +1 dans le site i sont les descendants des in-
dividus de la génération n qui se rendent dans le site i . On décompose donc la
population à la génération n en fonction de leur site k = 0, · · · , N . Le nombre
moyen d’individus vivant alors dans le site k est E[Z (k)

n ]. Leur nombre moyen
de descendants vaut ME[Z (0)

n ] dans le site 0, dont P (0, i )ME[Z (0)
n ] se rendent

en moyenne dans l’habitat i . De même le nombre moyen de descendants vaut
mE[Z (k)

n ] dans le site k > 0 et P (k, i )mE[Z (k)
n ] se rendent dans l’habitat i en

moyenne. Donc en sommant sur les sites on obtient

(13.3) E
[

Z (i )
n+1

]= MP (0, i )E
[

Z (0)
n

]+m
N∑

k=1
P (k, i )E

[
Z (k)

n

]
pour tout n Ê 0 et i = 0, . . . , N .

On appelle Y (i )
n le nombre d’individus dans le site i à la génération n dont les

ancêtres ont évité le site 0 durant les générations 1, . . . ,n −1. Donc les ancêtres
de ces individus à la génération n vivent dans les sites k = 1, . . . , N et ont eux-
mêmes des ancêtres qui ont vécu hors du site 0. La descendance moyenne de
chacun est m et une fraction moyenne P (k, i ) se rend dans le site i . D’où

E
[
Y (i )

n+1

]= m
N∑

k=1
P (k, i )E

[
Y (k)

n

]
.
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De plusE[Y (1)
1 ] = M pd ,E[Y (N )

1 ] = M pg . Donc en itérant la formule précédente,
on obtient pour n Ê 2,

(13.4) E[Y (0)
n ] = M pd mn−1P(T = n−1|X0 = 1)+M pg mn−1P(T = n−1|X0 = 0)

Introduisons la variable aléatoire

Y = ∑
nÊ1

Y (0)
n .

En sommant sur n Ê 1 la formule (13.4) et en remarquant queE[Y (0)
1 ] = M p, on

obtient

E
[
Y

]= M p +M pdE
[
mT

∣∣X0 = 1
]+M pgE

[
mT

∣∣X0 = N
]

= M p +M pd a1 +M pg aN(13.5)

d’après (13.1).

L’idée est de montrer que
∑

nÊ0 Y (0)
n est distribuée comme

∑
nÊ0 Zn , où Zn est un

processus de Bienaymé-Galton-Watson dont la moyenne du nombre de des-
cendants estE[Y ].
L’argument est le suivant : pour compter le nombre d’individus dans le site 0,
on utilise une structure naturelle d’arbre : on a un individu vivant initialement
dans le site 0 et on appelle ses «descendants sources» ses descendants qui re-
viennent la première fois dans le site 0, et ainsi de suite. Comme les reproduc-
tions et les déplacements sont i.i.d. générations après générations, le proces-
sus ainsi crée est un processus de Bienaymé-Galton-Watson dont le nombre
de descendants est donné par la variable alátoire Y . Pour rendre cet argument
rigoureux, il faut pas mal de travail.

On peut donc utiliser le critère d’extinction d’un processus de Bienaymé-
Galton-Watson hors du cas dégénéré, c.-à-d. E[Y ] É 1. La valeur de E[Y ] est
donnée par (13.5) et (13.2). On obtient bien la formule de l’énoncé du théo-
rème.

13.3 Remarque

On note Zn :=∑N
k=0 Z (k)

n la population totale à l’instant n. Montrons que

E[Zn] =E[
M Card{0ÉkÉn−1:Xk=0}mCard{0ÉkÉn−1:Xk 6=0}].

La formule (13.3) peut se réécrire de la manière suivante, en notant m0 = M ,
mi = m si i Ê 1,

E
[

Z (i )
n+1

]= N∑
k=0

mk P (k, i )E
[

Z (k)
n

]
.
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En itérant cette formule, on trouve

E[Zn] = ∑
0Ék0,··· ,kn−1ÉN

n−1∏
i=0

mki P (ki ,k j )

et doncE[Zn] =E[∏n−1
i=0 mXi

]
.

Puisque la chaîne de Markov (Xn ;n Ê 0) est irréductible, elle possède une
unique loi de probabilité invariante. Si on note

Fn(i ) = n−1Card{0 É k É n −1 : Xk = i }, i = 0, . . . , N ,

on sait que Fn(i ) admet presque sûrement une limite qu’on note fi . En parti-
culier, on a convergence en probabilité : pour tout ε> 0, il existe n0 ∈N tel que
∀n Ê n0, P(|Fn(0)− f0| > ε) É ε. Puisque Card{0 É k É n −1 : Xk = 0} = nFn(0) et
Card{0 É k É n −1 : Xk Ê 1} = n(1−Fn(0)), on en déduit que

E
[
M Card{0ÉkÉn−1:Xk=0}mCard{0ÉkÉn−1:Xk 6=0}]Ê (1−ε)M n( f0−ε)mn(1− f0+ε).

Donc

liminf
n→∞

1

n
lnE[Zn] Ê ( f0 −ε) ln M + (1− f0 +ε) lnm

c.-à-d.

liminf
n→∞

1

n
lnE[Zn] Ê f0 ln M + (1− f0) lnm

puisque ε> 0 est arbitraire.



Aperçu historique

Ce chapitre se propose de donner un court aperçu historique en commençant
par Verhulst, puis en continuant avec des débuts de l’écologie mathématique
à travers les pionniers que sont Alfred Lotka, Vito Volterra et Georgii Gause.
Mentionnons la compilation d’articles classiques, dont ceux des auteurs pré-
cédents, de Scudo et Ziegler. 1 On pourra consulter divers livres sur l’histoire de
ce domaine, comme par exemple [Bac09, Del94, IMG02].

13.4 De Malthus à Verhulst

C’est en économiste moralisateur que le révérend Thomas R. Malthus s’ef-
fraie, à la toute fin du 18ème siècle, de la trop rapide progression de la popula-
tion humaine, dans son célèbre Essai sur le principe de population. 2 Il écrit :

«La race humaine croîtra selon la progression 1,2,4,8,16,32, . . . tan-
dis que les moyens de subsistance croîtront suivant la progression
1,2,3,4,5,6, . . . Au bout de deux siècles, population et moyens de
subsistance seront dans le rapport 256 à 9 ; après deux mille ans,
la différence sera immense et incalculable. On peut conclure que
l’obstacle primordial à l’augmentation de la population est le manque
de nourriture, qui provient lui-même de la différence entre les rythme
d’accroissements respectifs de la population et de la production.»

Alors que l’idée selon laquelle la population a tendance à croître de manière
géométrique semble déjà familière à Euler un demi-siècle plus tôt, l’impact de
son livre est impressionnant, sans doute parce qu’il a l’a reliée de façon polé-
mique à des problèmes économiques et moraux concrets.

La croissance géométrique de la population, pour autant que les subsis-
tances le permettent, est tout aussi évidente pour le statisticien P.-F. Verhulst

1. F. M. SCUDO ET J. R. ZIEGLER, The Golden Age of Theoretical Ecology ; 1923–1940,
Springer-Verlag, Lecture Notes in Biomathematics, vol. 22, 1978.

2. Thomas R. MALTHUS, «An essay on the Principle of Population», Londres, 1798 ; trad. fr.,
Essai sur le principe de population, Paris, Gonthier, 1963.
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dans ce texte de 1838 3 :

« On sait que le célèbre Malthus a établi comme principe que la
population humaine tend à croître en progression géométrique de
manière à se doubler après une certaine période. Cette proposition
est incontestable, si l’on fait abstraction de la difficulté toujours
croissante de se procurer des subsistances. »

Pierre F. Verhulst (1804–1849)

Verhulst représente analytiquement cet obstacle
à la croissance sous une forme mécanique : il le sup-
pose proportionnel au carré de la vitesse avec la-
quelle la population tent à croître, ce qui revient à as-
similer le mouvement de la population à celui d’un
mobile qui tombe en traversant un milieu résistant.
Dernière hypothèse enfin, l’accroissement de la po-
pulation a forcément une limite de sorte qu’au bout
d’un temps infini, le niveau de population tend vers
une limite, imposée par la finitude des ressources dis-
ponibles. Avec une croissance de type géométrique
ou exponentielle, l’augmentation de la population
est indéfinie. Avec le facteur de freinage, la forme de
la croissance devient «logistique». Verhulst écrit son
modèle sous la forme de l’équation différentielle

dp

dt
= kp −hp2

où k et h sont des paramètres positifs. Il confronte enfin les prédiction permises
par l’expression qu’il vient d’établir aux statistiques disponibles pour la France,
la Belgique, le comté d’Essex et la Russie. Il apparaît bien que les évolutions des
populations concernées suivent la courbe logistique. Ignorée de ses contem-
porains, la courbe de Verhulst n’est redécouverte que vers 1920 par R. Pearl, à
l’occasion d’études statistiques de la population des États-Unis 4. Cette époque
voit l’apparition des premiers modèles proies-prédateurs dus à A. J. Lotka et à
V. Volterra.

3. VERHULST Pierre-François, «Note sur la loi que suit la population dans son accroisse-
ment», Correspondance mathématique et physique, Bruxelles, troisième série, Société Belge de
librairie, 1838, t. II, p. 113–212.— «Recherches mathématiques sur la loi d’accroissement de la
population», Nouveaux Mémoires de l’Académie royale des sciences et belles-lettres de Bruxelles,
18,1845, p. 3–38.— «Deuxième mémoire sur la loi d’accroissement de la population», Mémoires
de l’Académie des science, des lettres et des beaux-arts de Belgique, série 2, 20, 1847, p. 3–32.

4. PEARL Raymond, The Biology of Population Growth, New York, Alfred A. Knopf, 1925
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13.5 Lotka et la biologie physique

Alfred Lotka (1880–1949) et son

livre.

La figure scientifique d’Alfred Lotka est inhabi-
tuelle : il n’appartenait à aucune université, ni à au-
cun institution scientifique. Il était superviseur du
bureau de statistique de la Metropolitan Life Insu-
rance Company de New York. Lotka était un pen-
seur solitaire et éclectique et sa carrière scientifique
fut assez malheureuse. En 1925, paraît son livre inti-
tulé Elements of Physical Biology 5. Il s’agit d’un com-
pendium de considérations, de résultats et d’analyses
passant de la théorie de l’évolution à l’écologie, de la
physiologie à l’endocrinologie et la psychologie.

Dès les premières pages, Lotka affiche son in-
tention d’écrire une mécanique de l’évolution, dont
l’analyse des processus physico-chimiques serait le
fil directeur. Il propose de représenter les cinétiques
de populations vivant en communauté par des sys-
tèmes d’équations différentielles, dont la forme est
depuis longtemps familière aux physiciens. L’évolu-
tion d’écosystèmes comportant n populations dési-
gnées par x1, . . . , xn est représentée par un système
de n équations à n inconnues. L’évolution dxi /dt de
la i ème composante xi s’écrit, en tenant compte des
paramètres p de l’environnement et des variables gé-
nétiques q , sous la forme

dxi

dt
= vi (x1, . . . , xn ; p, q).

Lotka simplifie cette équation. En effet, les termes p et q peuvent être considé-
rés comme des constantes. Le terme q , parce qu’il représente les changements
intraspécifiques d’évolution très lente comparés à ceux des relations interspé-
cifiques : il s’agit d’une évolution interspécifique pure. Le terme p, parce que
les conditions de l’environnement varient en général peu à l’échelle de temps
étudiée. L’équation se simplifie donc :

dxi

dt
= vi (x1, . . . , xn).

Lotka analyse la spécificité des systèmes vivants dans les termes suivants :

5. LOTKA Alfred J., Elements of Physical Biology, 1925 ; rééd. sous le titre Elements of Mathe-
matical Biology, New York, Dover, 1956.



256 CHAPITRE 13. MÉTAPOPULATIONS PUITS-SOURCES

« Non seulement l’organisme vivant est capable d’accomplir, à une
échelle microscopique, des exploits comparables à ceux qui, dans
le monde physique, ne sont permis qu’à des fictions de l’imagina-
tion, comme le démon de Maxwell, mais ce pouvoir de “tromper la
chance” (cheating chance), pour ainsi dire, est possédé à des degrés
divers par la plupart des organismes vivants ; et la dynamique des
systèmes incluant de tels organismes doit tenir compte non seule-
ment de cette faculté, mais encore de la gradation de cette dernière,
car cette gradation joue un rôle essentiel dans la détermination de
la place occupée par les êtres vivants dans l’échelle de l’évolution 6.
»

Lotka reprend dans un des chapitres de son livre son article de 1920 intitulé
Analytical note on certain rhythmic relation in organic systems 7. Depuis quelques
années déjà, il s’intéressait à certaines réactions chimiques présentant de ma-
nière transitoire des oscillations en laboratoire. Son article suggère qu’un sys-
tème constitué de deux espèces biologiques peut osciller de manière perma-
nente. L’exemple considéré est celui d’une population d’animaux herbivores
qui se nourissent de plantes. Par analogie avec les équations utilisées pour la
cinétique chimique, en représentant par x(t ) la masse totale des plantes et par
y(t ) la masse totale des herbivores à l’instant t , Lotka propose le modèle sui-
vant :

dx

dt
= x(a −by)

dy

dt
= y(−c +d x)(13.6)

où a,b,c,d sont des paramètres positifs. Dans son livre de 1925, il explique,
entre autres choses, pourquoi le système oscille de manière périodique.
Il faut noter la démarche complètement abstraite de Lotka, très différente de
celle de Volterra que nous décrirons dans la prochaine section. En effet, le mo-
dèle proposé par Lotka n’est même pas analogique car il n’y avait à l’époque
aucune observation de réactions chimiques oscillatoires 8.

13.6 Volterra et la «théorie mathématique de la lutte
pour la vie»

6. Ibid., p. 121.
7. Proc Natl Acad Sci USA (1920) July ; 6(7) : 410–415.
8. Il fallut attendre la célèbre réaction de Belousov-Zhabotinsky découverte dans les années

1950.
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Vito Volterra (1860–1940)

C’est au terme d’une grande carrière scientifique
que Vito Volterra (1860–1940) aborde l’écologie théo-
rique. Ce mathématicien est surtout connu pour ses
travaux sur les équations intégro-différentielles et les
phénomènes d’hystérésis en physique. Ses concep-
tions des liens entre l’analyse mathématique et les
sciences de la nature l’apparentent à la grande tra-
dition physico-mathématique française qui va de Jo-
seph Fourier à Henri Poincaré.

L’intérêt de Volterra pour les problèmes de l’équi-
libre entre espèces animales dans les écosystèmes fut
suscitée par son gendre, le zoologiste Umberto D’An-
cona (1896-1964). D’Ancona s’occupait depuis quelques années de statistiques
portant sur la pêche dans le nord de la mer Adriatique. Ces données concer-
naient le pourcentage des poissons prédateurs (sélaciens) pêchés dans trois
ports italiens. D’Ancona a constaté que la part de ces poissons était plus impor-
tante pendant la première guerre mondiale où la pêche est moins intense. Les
poissons sélaciens (tels les requins ou les raies) se nourrissant d’autres poissons
qui à leur tour se nourrissent de plancton, il semble donc qu’une diminution de
l’effort de pêche favorise les espèces prédatrices. Volterra, qui ignore le travail
de Lotka, propose d’expliquer ce fait avec le même modèle (13.6). Il remarque
comme Lotka que ce système oscille de manière périodique avec une période
qui dépend de la condition initiale.

La démarche que suivit Volterra illustre ses conceptions mécanistes. Il abor-
da le problème de D’Ancona en faisant abstraction du phénomène de pêche,
considéré comme une sorte de «frottement» dans le système : il fallait d’abord
décrire mathématiquement la coexistence entre une espèce de proies et une es-
pèce de prédateurs avant d’y introduire l’élément perturbateur qu’est la pêche.
Volterra schématise les deux populations par deux systèmes de particules se
déplaçant au hasard dans un récipient fermé qui représente l’écosystème, ici la
mer. C’est le modèle physique bien connu du gaz parfait où des particules se
déplacent et se heurtent au hasard dans un récipient fermé. Dans le modèle de
Volterra, chaque collision correspond à une «rencontre» entre une «particule-
proie» et une «particule-prédateur», donnant ainsi au prédateur l’occasion de
dévorer une proie.

Volterra publie ses travaux dans un article en italien en 1926. Un résumé
paraît quelques mois plus tard en anglais dans la revue Nature. À partir de ce
moment-là, Lotka essayera de faire valoir la priorité de son étude des systèmes
proies-prédateurs, mais son article de 1920 et son livre de 1925 ne seront pas
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toujours mentionnés par la suite 9. Car alors que Lotka retourne vers l’étude
de la démographie du point de vue mathématique, Volterra continuera pen-
dant environ une décennie ses recherches sur l’écologie mathématique. Vol-
terra donne ainsi une série de conférences à Paris au tout récent Institut Henri
Poincaré en 1928-29. Ce sont les notes de ces cours qui sont publiées en 1931 en
français sous le titre Leçons sur la théorie mathématique de la lutte pour la vie. 10

En 1935, il publiera en collaboration avec d’Ancona un autre livre, également en
français, intitulé Les associations biologiques au point de vue mathématique. Il
faut noter que les travaux de Volterra vont bien au-delà de l’exemple initial du
système proie-prédateur (13.6). Ce système est maintenant connu sous le nom
de système de Lotka-Volterra ou, plus précisément, système proie-prédateur
de Lotka-Volterra. En l’honneur de Lotka, on parle d’équations de type Lotka-
Volterra pour une classe de modèle beaucoup plus générale que Volterra a in-
troduite et étudiée dans ses Leçons.

13.7 Les expériences de Gause

Comment vérifier les lois proposées par les mathématiciens autrement que
par les observations dans la nature, qui, malheureusement, ne peuvent guère
porter que sur une ou deux générations et des conditions de vie imprécisément
contrôlées ?

Tandis que sont publiées, à Paris, les conférences de Volterra à l’institut
Henri Poincaré, Gause entreprend, à Moscou, une série d’expériences qui vont
partiellement confirmer le bien-fondé de thèses du mathématicien italien. «Le
but de nos expériences, écrit Gause, c’est de fournir une base pour comprendre
la nature exacte de l’action numérique réciproque qui se poursuit de généra-
tion en génération entre diverses espèces d’animaux vivant ensemble 11.» Ces
expériences sont d’une importance cruciale, car l’étude mathématique de Lotka
et Volterra, «quelle qu’en soit l’inspiration géniale, ne peut aboutir qu’à des
conjectures [...]. Nous nous efforcerons d’établir, d’abord dans tous les cas, le
type des changements d’une association déterminée par voie d’expérimenta-
tion qualitative, et seulement ensuite de rattacher ce type à toutes les dépen-

9. Pour plus de détails sur la relation entre Lotka et Volterra, on consultera le livre de G. IS-
RAEL, La mathématisation du réel : essai sur la modélisation mathématique, Éd. du Seuil, Paris,
1996.

10. Le titre fait évidemment écho au livre de C. DARWIN, L’Origine des espèces au moyen de la
sélection naturelle, ou la préservation des races favorisées dans la lutte pour la vie, (titre anglais
original : On the Origin of Species by Means of Natural Selection, or the Preservation of Favoured
Races in the Struggle for Life (1859))

11. GAUSE G.F., Vérifications expérimentales de la théorie mathématique de la lutte pour la
vie, Paris, Hermannm ASI, 1935, p. 3.
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dances quantitatives délicates existant dans l’associations 12.»
Gause cultive, dans certaines de ses expériences, des populations de pro-

tozoaires dans des éprouvettes pour centrifugation. Il peut ainsi rassembler
quotidiennement des paramécies au fond du tube, procéder à leur comptage
et à l’élimination d’une proportion fixe de chaque population présente. Il évite
ainsi tout phénomène de saturation et peut renouveler le milieu de culture dont
la nourriture est épuisée. Une première série d’expériences est conduite avec
deux infusoires, Paramecium aurelia et Glaucauma scintillans.

Georgii F. Gause (1910–1986) et son

livre.

L’étude de chaque population séparée montre
que la croissance de chacune d’entre elles suit la
courbe logistique. Lorsque les deux espèces sont en-
semble, «Glaucauma réussit à s’emparer de toutes
les ressources alimentaires du microcosme vers le
moment où P. aurelia commence seulement à s’ac-
croître, et ensuite, au cours des fluctuations élémen-
taires de la population, il l’expulse totalement 13».
Dans ce cas, les niches écologiques des deux espèces
se recouvrent et P. aurelia disparaît, très fortement
dépassée par Glaucauma.

Le résultat est identique avec des paramécies très
proches et occupant les mêmes niches, P. caudatum
et P. aurelia. Aussi longtemps que Gause laisse se dé-
velopper ses populations librement, tout en prenant
soin de changer chaque jour leur milieu de culture,
les expériences se concluent par la disparition de
l’un des deux protagonistes. Mais il suffit de modifier
l’une des conditions de la compétition pour renver-
ser son issue ; par exemple, en laissant s’accumuler
les produits métaboliques de l’une des deux espèces,
on favorise l’expulsion de l’autre.

Dans d’autres séries d’expériences, Gause met en
présence des paramécies occupant des niches écolo-
giques différentes, par exemple P. bursaria et P. cau-
datum. Dans ce cas, P. bursaria se tient au fond du tube à essai, malgré l’insuffi-
sance en oxygène, grâce à une algue symbiotique qui lui donne une coloration
vert sombre, tandis que P. caudatum se réfugie dans les couches supérieures du
liquide. «Chacune de ces espèces, écrit Gause, a sa niche écologique spéciale
dans laquelle elle profite plus utilement des ressources nutritives q’une autre

12. Ibid., p.4
13. Ibid., p. 16
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espèce et, de cette façon, ces deux espèces se gênent moins l’une l’autre que si
elles appartenaient à une niche identique 14.» Manifestement, ces paramécies
s’installent dans une sorte de coexistence pacifique en se partageant l’espace.

Gause généralise l’ensemble de ces résultats : «Dans tous les cas, nous pou-
vons affirmer que la structure d’une biocénose est fondée sur la structure consti-
tuée par l’ensemble de ses niches 15», deux espèces ne pouvant vivre indéfini-
ment dans la même niche. Ce qui est l’énoncé du «principe d’exclusion»qu’il a
mis en évidence expérimentalement.

Gause étudie enfin le cas de deux espèces dont l’une se nourrit de l’autre.
Dans ce système proie-prédateur, les fluctuations périodiques prévues par la
théorie ne se trouvent être vérifiées que pour des systèmes biologiques très pri-
mitifs. Une longue série d’expériences variées et ingénieuses met en évidence
l’extrême sensibilité de l’évolution de l’ensemble proies-prédateurs aux condi-
tions initiales. En particulier, les fluctuations de Lotka-Volterra «peuvent être
observées dans des associations biologiques très primitives où l’intensité de
l’attaque de l’agresseur [...] est soumise aux lois du hasard 16». Gause reprend
implicitement l’échelle de valeur de Lotka, avec, tout en bas de la hiérarchie,
les êtres primitifs incapables de «tromper la chance». Au cours de l’évolution
du système, les fluctuations classiques prévues par la théorie de perdurent que
pour de faibles niveaux de population, jusqu’à ce qu’apparaissent éventuel-
lement des oscillations de relaxation, c.-à-d. des cycles limites, familières aux
physiciens.

Notons que Gause, a écrit son livre, The struggle for existence, qui a été un
tournant dans la biologie mathématique, à l’âge de 24 ans ( !). 17

Mentionnons enfin que Gause et ses collaborateurs 18 ont modifié le mo-
dèle proie-prédateur de Lotka-Volterra en tenant compte notamment des res-
sources limitées.

13.8 Kolmogorov et la biologie

Kolmogorov est célèbre, entre autres choses, pour son ouvrage fondateur
de la théorie des probabilités moderne (publié alors qu’il avait 28 ans !). Il est
peut-être moins connu qu’il avait comme passion la biologie et l’histoire russe.
Kolmogorov a publié peu d’articles consacrés à la biologie mais tous sont des

14. Ibid., p. 25
15. GAUSE, F.G., «The Principles of Biocenology», Quaterly Review of Biology, 11, 1936, p. 326.
16. GAUSE G.F., «Vérifications expérimentales...», art. cit., p. 42 sq.
17. La traduction anglaise est parue chez Williams and Wilkins, Baltimore, en 1935.
18. G.F. GAUSE, N.P. SMARAGDOVA, A.A. WITT, Further studies of interaction between preda-

tor and prey, J. Anim. Ecol., vol. 5 (1936).
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contributions originales.
En ce qui concerne ses travaux sur la dynamique des populations, le point

de départ de Kolmogorov est l’article sus-cité de Volterra. 19 Dans sa note, écrite
en italien, 20 Kolmogorov considère le modèle de Volterra comme une première
approximation et il considère le modèle le plus général possible compatible
avec une interaction de type proie-prédateur (cf. section 9.2).

Andrei Kolmogorov (1903–1987)

En utilisant le théorème de Poincaré-Bendixson, il a
argumenté qu’il pouvait y avoir un cycle limite, donc
des oscillations robustes des populations des proies
et des prédateurs. Il y a avait en réalité quelques
détails techniques négligés par Kolmogorov, mais le
raisonnement était essentiellement correct. Ce n’est
que dans les années 1960 que ce travail a été re-
connu, notamment grâce aux articles de Rosenzweig-
MacArthur et Rescigno-Richardson, Holling, etc.

Il est intéressant de noter que Kolmogorov ex-
plique dans sa note que la modélisation d’un éco-
système par un modèle déterministe ne peut pas être
valable pour des effectifs de population très petits.

Kolmogorov a joué un rôle important dans la théorie des chaînes de Markov
et dans celle des processus de ramification. Il a par exemple été le premier à
étudier les chaînes de Markov à espace d’état dénombrable 21.

19. Variazioni e fluttuazioni del numero di individui in specie animali conviventi, Mem. R.
Accad. Lincei, vol. II.

20. A.N. KOLMOGOROV, Sulla teoria di Volterra della lotta per l’esistenza, Instituto Ital. At-
tuari, vol. 7 (1936).

21. KOLMOGOROV A., Anfangsgründe des Markoffschen Ketten mit unendlich vielen mögli-
chen Zuständen. Rec. Math. Moscow (Mat. Sb.) 1 (43) (1936), 607-10.
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