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Premiere partie

MODELES DE BASE
& LEUR MISE EN PERSPECTIVE






E but de cette partie est de présenter la démarche de modélisation mathé-

matique. Nous ne voulons pas simplement analyser des modeles mais aussi

les mettre en place. Ceci suppose de mettre en lumiere les hypotheses et les pré-

supposés que I'on fait et de les critiquer, afin notamment de ne pas reprocher a
un modele des défauts qui sont inscrits dans ses «génes».

Nous étudierons les modeles de base. Certains serviront de «brique» dans
des modeles plus élaborés. Cette partie ne repose pas sur des mathématiques
sophistiquées et nous aurons recours a |’expérimentation numérique pour ex-
plorer les comportements des modeles. (Ce sera le but de la deuxieme partie du
texte de développer les concepts et les outils mathématiques qui permettront
une compréhension plus profonde des phénomenes observés. )






Chapitre 1

Modéliser la dynamique des
populations : généralités

Notons N(f;) la taille d'une population a des instants f;. Evidemment, il s’agit
d'un nombre entier, c.-a-d. N(#;) € IN. Les instants f; sont discrets et nous sup-
posons pour simplifier qu’ils sont équirépartis : f; = kd avec § > 0.

Modéliser I’évolution de la taille de la population consiste a définir les varia-
tions A (N(t)) de cette taille entre les instants ;. et fj41 :

N(tr41) = N(1x) + A (N (£)).

La figure suivante illustre ce que nous venons de décrire.
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Les phénomeénes fondamentaux qui déterminent ces variations sont les nais-
sances, les morts, et les migrations (dans un sens tres général). Construire un
modele c’est faire des hypotheses sur les causes qui gouvernent les naissances
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et les morts.
Mais c’est aussi décider de la nature de N(#) :
— fonction déterministe du temps ?
— variable aléatoire ?
Et c’est enfin décider ce que signifie “6” :
— est-ce un pas de temps fixé (un jour, une année, etc) ? (temps discret)
— ou bien va-t-on faire tendre 6 vers 0? (temps continu)

Il est évident que décrire des populations uniquement par leur abondance est
une grande simplification et que de meilleurs modéles doivent prendre en compte
d’autres aspects. Pour n’en citer que deux : la distribution en age des indivi-
dus joue un role important (taille, maturité sexuelle, etc) ; la répartition géogra-
phique (pensons par ex. a des proies qui ont un refuge, etc). Autrement dit, s'in-
téresser uniquement a I'effectif d'une population, c’est considérer ses membres
comme indiscernables ou bien qu’on observe une sous-population homogene.

Les questions de base de 1'écologie sont de comprendre la persistance ou
bien larésilience d'un écosystéme; la stabilité d'une niche écologique ;1'extinc-
tion d’'une espéce; I'adaptation d’'une espece a son milieu; les fluctuations des
populations (périodiques ou au contraire erratiques) ; si la complexité est une
source de stabilité pour une communauté; etc. Les influences s’exercant sur
une communauté ou une population sont multiples et de nature diverse : pol-
lution par 'homme, fragmentation d'un habitat (exploitation forestiere), péche
excessive, caprices de la météo, mutations génétiques, changement climatique,
etc. Certaines de ces influences ont un caractere déterministe tandis que d’autres
sont de nature aléatoire.

Les premiers modeles mathématiques en écologie remontent aux années
1920, avec Lotka et surtout Volterra. Pour diverses raisons, ce sont d’abord des
modeles basés sur équations différentielles, c.-a-d. des modeles purement dé-
terministes, qui ont été proposés. Une modélisation stochastique semble pour-
tant plus appropriée pour tenter de décrire les systemes écologiques qu'une
modélisation déterministe qui ne capture que des effets de «moyenne». Il ne
faut cependant pas conclure hativement que les modeles déterministes sont
a rejeter : les modeles stochastiques, de par leur richesse, ont I'inconvénient
qu’ils sont souvent plus difficiles a étudier. En s’appuyant sur des phénomenes
probabilistes (du type loi des grands nombres ou théoréme limite central) qui
font que certains caracteéres aléatoires ont tendance a s’effacer, si la popula-
tion est grande, on est souvent conduit aux modeles déterministes dans les-
quels une variable aléatoire est remplacée par certaines de ses valeurs typiques
comme la moyenne ou la variance. Par contre, si la population passe en des-
sous d'un certain seuil, le modele déterministe perd sa pertinence car I'effet
des fluctuations devient majeur et peut conduire a I’extinction.



Mentionnons quelques livres que le lecteur peut consulter et qui nous ont
partiellement inspiré : [BCCO01, Bri03} [EK05}[HJV07, HS98, Kot01} Pie77, Ren11].






Chapitre 2

Reproduction aléatoire
en temps discret

E chapitre a pour objet le modele de Bienaymé-Galton-Watson et plusieurs
de ses généralisations naturelles.

2.1 Le modele de Bienaymé-Galton-Watson

2.1.1 Mise en place

Nous considérons une population d’individus dont nous voulons modéliser le
plus simplement possible la reproduction. Nous supposons que tous les indivi-
dus se reproduisent en méme temps. Ce qui nous intéresse est de savoir com-
bien ils auront de descendants au fil des générations. Le temps va donc étre dis-
cret et sera décrit par la variable t € INy. Pour fixer les idées, pensons a une po-
pulation de plantes hermaphrodites[] qui se reproduisent tous les printemps.
Elles meurent en laissant un certain nombre de graines qui vont devenir des
fleurs au printemps suivant, et ainsi de suite. Une génération équivaut a une
année.

Loi de reproduction des individus Commencons par spécifier comment un
individu se reproduit. On se donne une variable aléatoire ¢ a valeurs dans IN qui
décrit combien il aura de descendants. Autrement dit, la probabilité P(¢ = k)
qu’il ait k descendants est supposée connue et on la note py. Lensemble des py
s’appelle la loi de reproduction et on suppose qu’elle est la méme pour tous les

1. c.-a-d. des plantes a fleurs (le pommier par exemple) qui portent, dans la méme fleur, les
organes sexuels males et femelles (étamine et pistil).

9
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individus et qu’elle ne dépend pas des générations. Bien entendu, nous verrons
plus tard des modéles ou ces hypothéses sont relachées.

Dynamique dela population Lhypothése cruciale, évidemment simpliste, est
que les individus se reproduisent indépendamment les uns des autres : chacun
des X; individus vivant a la génération ¢ est remplacé a la génération ¢+ 1 par
un nombre entier, aléatoire, d'individus, tiré au sort suivant la loi de reproduc-
tion, de maniere indépendante du remplacement des autres individus.

Pour formaliser cela, il faut introduire une famille a deux indices {cff.; i,7T =
1,2,...} de variables aléatoires indépendantes et toutes distribuées comme ¢.
On peut alors écrire

X
2.1) Xr1=Y &M reNN,.

i=1
Il est clair que I'espace d’état est 'ensemble {0,1,2,...}. L'état “0” joue un role
particulier car il est “absorbant” dans le sens que si X; = 0 pour un certain ¢,
alors X1 =0 et, par récurrence, X, = 0 pour tout k = 1.

Un tel processus s’appelle un processus de Bienaymé-Galton-Watson ou de
Galton-Watson. C’est 'exemple de base d'un processus de ramification ou de
branchement a temps discret. C’est également un exemple de chaine de Mar-
kov.

=3 x=6 x%=6 x%=7 x=7 x=8 x,;=9 x,7/3 x,.,=2

x=1 %=6 x=6 x=9 x=6 x,=10 x,=10x,=6 x=1 x,=0

FIGURE 2.1: Une réalisation d'un processus de Bienaymé-Galton-Watson. Le
temps d’écoule de la gauche vers la droite.

Exemples de lois de reproduction. Si par exemple p, = 1, on a un processus
déterministe : si Xp = 1 alors X; = 2! pour tout ¢ > 1. Lévolution du processus
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est résumée par un arbre binaire. Plus généralement, si px = 1 et Xy = 1 alors
X, = k'. Cette situation est dégénérée.

Un exemple basique est motivé par la division cellulaire : il y a soit zéro des-
cendant (avec probabilité pg) soit deux descandants (avec probabilité p,) et
po+p2=1.

Plus généralement, on peut imaginer des situations ot il y a un nombre maxi-
mum donné de descendants posibles k,,.. ; la loi de reproduction est donc une
collection finie de nombres {po, p1,..., Pk} OU Pk € [0,1[ et po+ p1 +---+
Pkpax = 1.

Il'y a des situations ot il est plus adéquat de supposer qu’il y a un nombre de
descendants potentiellement infini. Une loi de reproduction possible est la loi
géométrique :

pr = qp*

oll g =1- p et p €]0,1[. Une illustration biologique trés sommaire de cette loi
de reproduction est la suivante : imaginons une femelle qui pond pendant une
saison un ceuf apres 'autre, chaque ponte étant supposée indépendante des
autres. Elle pond un ceuf avec probabilité p et cesse de pondre au premier
échec qui a lieu avec probabilité g. Nous verrons plus loin que la loi géomé-
trique convenablement modifiée a été utilisée en démographie.

Le nombre moyen de descendants correspondant a une loi de reproduction
quelconque est noté

2.2) m=E[]=) jp;.
j=1

Par hypothese, E[¢ ,tc] = m pour tout ¢ et pour tout k. Dans le cas de la division
cellullaire py + p» = 1, donc m = 2p,. Dans le cas de la loi géométrique on a
m=plq.

Une autre loi utilisée en biologie qui permet également un nombre aussi grand
que I'on veut de descendants est la loi de Poisson :

pk:e_mmk/k!, k=0,1,...,

ol m est le parametre de la loi qui est précisément sa moyenne. Que ce soit la
loi géométrique ou la loi de Poisson, py est tres petit quand k devient grand.
Pensons a la situation biologique ol il y a beau avoir de trés nombreux ceufs
produits, peu d’entre eux arrivent a maturité.

Dans tous ces exemples, m est fini soit parce qu’il n'y a qu'un nombre fini de
termes dans la série soit parce que celle-ci est convergente.

Une autre quantité importante attachée a une loi de reproduction est sa va-
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riance qui mesure la dispersion autour de la moyenne :

o*=El¢-m)? =Y (k—m)*py.
k=0

Par hypotheése cette variance ne dépend pas de ¢. Dans les applications, la va-
riance de la loi de reproduction est finie.
On suppose dorénavant que

(2.3) m<oo et o’<oo

Nous supposerons qu’'au temps ¢ = 0, il y a un seul individu.

Il est clair qu’a cause de I'indépendance entre les individus, on peut se ramener
a ce cas. On généralise facilement les résultats que nous obtiendrons avec un
individu initial au cas d'un nombre initial quelconque d’individus.

Les questions de base pour ce modele sont :

1. Comment évolue la population en moyenne, c.-a-d. comment évolue
E(Xy)?

2. Quelle est sa variance Var(X;) ?

3. Comment la loi de reproduction influence-t-elle le comportement de
X;?

4. Quelle estla probabilité pour que la population issue d'un individu s’éteigne ?

Avant de poursuivre, éliminons certaines situations dégénérées ou sans intéreét :
. po =1 équivaut au fait que X, = X; pour tout  : il y a un seul individu
a chaque génération.
. si pop =0et p; <1 alors il existe k = 2 tel que pr >0 et donc X;4 = X; :
a chaque génération la population, ou bien la population augmente ou
bien elle est de méme taille que la population de la génération précé-
dente. La population va certainement devenir arbitrairement grande.
. sipy <letsipy+ p; =1alors X;+1 < X; : la population décroit et finit
certainement par s’éteindre.
Pour éliminer tous ces cas simultanément, on suppose dorénavant que

(2.4) Po > 0, pPo+p1 < 1.

2.1.2 Comportement en moyenne

Il est facile d’obtenir I'évolution en moyenne de la population. Intuitivement
puisque X;;; est une somme de X; variables aléatoires ayant toute la méme
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espérance m, on s'attend a ce que E[X;;] = mE[X;]. Pour le montrer rigou-
reusement, on va décomposer selon les valeurs que prend X; :

]E[Z]l{xt i me

(e8]

(*)Z]E[]l{xt i) 25”1 "2y By, E[me

i=0

E(X1]= E[ Z 1ix,=3 Z et

M8

=Y i E[lx,-y)E[E] =
i=0

=m

E[]l{xt i} ] = m]E[Xt]

{

l:O

L'égalité (x) est justifiée par le fait qu'on peut permuter I'espérance avec la
sommation car on somme des termes positifs (théoreme de convergence mo-
notone). L'égalité (x*) vient du fait que X; est indépendant des ¢, i+1 En effet,
X; est une fonction des ¢ e

On a donc montré le fait suivant :

1" PROPOSITION 2.1.
La population moyenne x; = 5[ X] suit la récurrence

(2.5) Xo=1, X¢11 = mxy.

Si m < 1 alors, en moyenne, la population s'éteint exponentiellement vite. Si m >
1, elle prolifere exponentiellement vite. Enfin, si m = 1, elle est constante.

Le parameétre m semble étre le parametre clé qui sépare un régime d’extinc-
tion d'un régime d’«explosion».
Léquation est tout simplement le modele déterministe a temps discret
auquel nous serions arrivés en supposant que chaque individu a exactement
m enfants, c.-a-d. en supposant que la loi de reproduction est déterministe :
Pm=1.
Nous allons voir que m = 1 est effectivement une valeur critique mais que le
comportement de X; est plus subtil (et plus intéressant!) que le comportement
de sa moyenne x;.

2.1.3 Fonctions génératrices

Loutil clé s’avere étre les fonctions génératrices.

Fonction génératrice de la loi de reproduction On associe a {py;k =0,1,...}
sa fonction génératrice ¢ : [0,1] — [0, 1] définie par

+00
P)=) pk sk,
k=0
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Elle satisfait les propriétés suivantesE]:

1. p(0)=pg>0etep(l)=1;

2. elle est continue;

3. elle est dérivable autant de fois qu’on veut pour tout s € [0, 1[;

4. elle est strictement croissante et strictement convexe.
Les trois premiers points sont des propriétés générales des fonctions généra-
trices.

#y Exercice 2.1.1. Démontrer le point 4. Faire un dessin du graphe de .

Un résultat général sur les fonctions génératrices nous dit que m = ¢'(1) =
lim_1- ¢'(s) et que 02 = " (1) + ¢ (1) — (<p’(1))2.

Fonction génératrice de X; Pour toute génération ¢ on définit la fonction

(2.6) () =E[s] = Y. P(X; = i), se[0,1].
i=0

Nous faisons un léger abus de notation en notant IP(X; = i) la probabilité condi-
tionnelle P(X; = i|Xp = 1).

Observons que Wy (s) = s et que ¥ (s) = ¢(s) pour tout s € [0, 1].

Il'y a une relation de récurrence entre WV .1 (s) et ¥,(s) :

2.7) Wii1(8) = p(¥(5)).

Cette relation provient d'un fait général sur la fonction génératrice d'une somme
X1+ Xp+---4+ Xy d'un nombre aléatoire N de v.a. ou N, X, Xo, ... sont indépen-
dantes :

Wi1(8) = ¥elop(s).

En itérant cette identité on trouve

Wir1() = Po(9°'(s)
=¢°l(s)  (car¥y=Id)
— (p((po([—l) (S))
=@(¥(9)

ol1 ¢°! est la fonction ¢ composée t fois avec elle-méme (p°° = ¢, ¢°! = p o,
etc).

2. n'oubliez pas qu’on suppose (8.30)
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2.1.4 Probabilité d’extinction

Dire qu’il y a extinction signifie qu'il existe une génération ¢ = 1 alaquelle X; =0
puisque I’état 0 est absorbant, donc

Cs

&= J{X; =0}

1

~
Il

Les événements {X; = 0} forment un suite croissante d’événements puisque
X; =0 implique que X1 =0, c.-a-d. {X; = 0} c {X;41 = 0}. Un résultat de base
de la théorie des probabilités nous garantit que

P(&) = lim P{X, =0}.

La premiere génération fj telle que X;, = 0 est une v.a. qu’'on appelle naturelle-
ment le femps d’extinction. On la note Ty et on le définit formellement par

(2.8) To=inf{t=1: X, =0}

Par définition, {Tp < oo} = &.

Il n’est pas difficile de trouver une équation satisfaite par la probabilité d’ex-

tinction. Notons s; la probabilité qu'un individu initial n’ait plus de descen-
dants a la génération ¢. Par ce qui précede, lim;_., s; = P(&).
Durant la premiere génération, I'individu produit k descendants avec la proba-
bilité py. La probabilité que lalignée de I'individu initial se soit éteinte au temps
t est donc égale a la probabilité que les lignées de ces k descendants se soient
éteintes au cours des — 1 générations suivantes. Durant ce laps de temps, les k
individus vont avoir des lignées évoluant indépendamment les unes des autres,
et la probabilité qu’elles se soient éteintes est donc égale au produit des proba-
bilités d’extinction de chacune d’elles. Autrement dit :

+00 k
Se= ) Pk (Si-1)
k=0

c.-a-d.
(2.9) St =@(s¢-1)

ol ¢ est la fonction génératrice de la loi de reproduction.

On peut retrouver cette formule en observant que ¥,(0) = P(X; =0) = s;.
L'étude de la probabilité d’extinction se rameéne donc a I’étude d’une suite ré-
currente dans l'intervalle [0, 1].
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1> THEOREME 2.1.
Supposons que m < oco. On a

1 sim<]1,

s* sim>1,

P&) = {
ot s* > 0 est la solution de s = ¢(s) dans [0, 1] qui est plus petite que 1.
De plus, avec probabilité un, soit X; — 0 soit X; — +oo quand t tend vers co.
Autrement dit, si la population survit elle tend vers l'infini.

Démonstration. On décompose la démonstration en deux parties. Dans la pre-
miere on montre que la probabilité d’extinction est une solution de I'équation
s = @(s). Dans la seconde partie, on considere ce qui se passe selon les valeurs
de m.

e P(&) est une solution de s = ¢(s)

Nous savons vu que s; = IP(X; = 0) satisfait 'équation de récurrence

St =@(s¢-1).

Montrons que (s;) est une suite croissante. Ona x; = ¢(0) = po >0 (x; = ¥1(0) =
(0)). Puis x» = ¢(x1). Or on sait que ¢ est strictemement croissante donc ¢(x;) >
(0), c.-a-d. x» > x;. Par récurrence on conclut que (s;) est une suite croissante
et comme s; < 1 pour tout ¢ (s; est une probabilité), elle converge vers une li-
mite §. Par continuité de ¢ cette limite doit satisfaire 'équation § = ¢(5). A priori
O0<s<l.

elescasms<letm>1

Léquation s = ¢(s) a au moins une solution, a savoir s = 1; en effet ¢(1) = 1.
Montrons que si m < 1, ¢(s) > s pour tout s € [0,1[ mais que si m > 1 alors
I’équation possede une autre solution se trouvant dans l'intervalle ]0, 1[.

Par 'hypothése il y a une probabilité non nulle qu'un individu ait deux ou
plus descendants donc on peut écrire

[e.0]
2+k
@) =po+preks T+ Y, pms”
m=1
m#2+k

ou k=0, py>0, prrk >0et py =0 pour tout m =1 a part m =2 + k. On vérifie

facilement que cela donne ¢"(s) > 0 pour tout s > 0. Faisons un développement
de Taylor a gauche de 1:

2 2
p(1—e)=@0)—ep'(1) + %(p”(u) =1-me+ %(p"(u), €>0,
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oul-e<u<1l.Donc

2
o—€)—(1—e)=e(l—m) + %cp"(u).

 Si m < 1 alors le membre de droite de cette équation est strictement positif,
c.-a-d. ¢(1 —e€) > 1 —¢, donc le graphe de ¢ est toujours au dessus la premiere
bissectrice. On conclut que la seule solution de I’équation s = ¢(s) est s =1 et
que donc I'extinction a lieu avec probabilité un.
e Sim > 1alors ¢(1—¢€) < 1-esie estsuffisamment petit. Il doit donc exister une
autre solution s* a I'’équation s = ¢(s) et elle est strictement positive et stricte-
ment inférieure a 1 (n'oublions pas que ¢(0) = py > 0). Graphiquement on voit
que la suite (s;) va converger vers s* et pas vers 1. On conclut que la probabilité
d’extinction est s* €]0, 1[.
Il nous reste a montrer la dichotomie de comportement dans le cas m > 1. On
sait que W (s) converge vers s* quand ¢t — oo, I'unique solution de ¢(s) = s
dans [0, 1[ (rappelons qu’on a la relation de récurrence (2.7)). Puisque W (s) =
o P(X; = i)s', cela signifie que P(X; = 0) — s* quand ¢ — oo et que P(X; =
i) = O0pourtouti=1.Donc P(X; - 00ouX; —o00)=P(X; - 0)+P(X; —00) =1
avec P(X; — 0) =s* (et P(X; —» 00) =1—5%). C.Q.ED.

# Exercice 2.1.2. Montrer que si Xo = Ny = 1, oit Ny est donné, alors

1 sims<],
N .
(s)M sim>1,

IP(é")={

oL s* est le méme nombre que dans le théoreme précédent. Commentez.

3 DerniTioN 2.2, [l est d’'usage d’appeler cas critique le cas m = 1, cas sur-critique
le cas m > 1 et cas sous-critique lecasm < 1.

Le théoréme précédent nous dit que dans le cas sous-critique, la population se
comporte comme sa moyenne. Dans le cas critique, c’est radicalement diffé-
rent : le comportement moyen est trivial (la population moyenne est constante
au cours du temps) alors qu’avec probabilité un elle s’éteint. Dans le cas sur-
critique, il y a également une grande différence de comportement : la popu-
lation moyenne explose alors que la population elle-méme a une probabilité
strictement positive de s’éteindre.

15" REMARQUE 2.3. Dans le cas ot on est sur-critique mais tres proche du cas cri-
tique, c.-a-d. m>1 et m—1 < 1, on a l'approximation suivante pour la proba-

bilité de survie :
2(m—-1)

P(Survie) = 5
o
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oiL 0 est la variance de la loi de reproduction. En particulier, cette approxima-
tion montre que si la variance de la loi de reproduction augmente, la probabilité
de survie diminue.

® Exempie 2.1.1. Considérons le cas ot py+ p2 = 1 (avec pg > 0). Autrement dit, il
y a a chaque génération un descendant avec probabilité py ou deux descendants
avec probabilité p, = 1—py. Les points fixes de l'équation s = ¢(s) sont1 et py/ p>.
OnalP(&) =1 sipy= p2 et P(E) = pol p2 si po < p2. Notons qu'il est difficile de
calculer cette probabilité sans l'aide du théoreme précédent! La figure suivante
illustre les trois cas avec py = 0.2 (cas surcritique), po = 0.5 (cas critique) et py =
0.7 (cas sous-critique).

Graphe de ¢

cas sous-critique.
y

cas critique.
05

cas sur-critighe,

) 025 05 075 1

FIGURE 2.2: Exemple avec py + p2 = 1. Quand py = 0.5 (cas critique) ou py = 0.7
(cas sous-critique), P(&) = 1. Quand p( = 0.2 (cas surcritique), I?(&) = 0.25.

#y Exercice 2.1.3. Dans le cas ot py = 1/4 et py = 3/4, calculer P(X,, = 0) et
P(X,=1).

#y Exercice 2.1.4. Alfred Lotka a proposé en 1931 une loi géométrique modifiée
pour modéliser la reproduction chez les hommes blancs aux USA dans les années
1920. 11 a été trouvé que la loi

1 k=1
=— et == —pourk=1,2,...
Po > Pk ( 5) 5 p
collait assez bien aux données. Montrer que la probabilité d’extinction d'une li-
gnée vaut5/6.

#y Exercick 2.1.5 (Gene mutant). On modélise I'évolution d'une population de
genes a l'aide d’'un processus de Bienaymé-Galton-Watson. On suppose qu'un
gene a une chance de muter et que la probabilité qu'un tel gene ait k descen-
dants (k=0,1,...) est gouvernée par une loi de Poisson de parametre A. Montrer
que s* €10, 1] si et seulement si A > 1.
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2.1.5 Variance de la population

La variance de la taille de la population a la génération ¢ donne une mesure de
sa dispersion autour de sa taille moyenne :

=" PROPOSITION 2.2.
La variance de la population a la génération t est

m—1

=EB[(X,-m")’] =

=10t _ .
m_m-1) 52 o m#l
to? si m=

En particulier :
. sim<1,onaE[X,]—~0etc?—0;

. sim=1,onaE[X,] =1 pour tout t, et 6% — co;
. sim<1,0na]E[Xt]—>ooet0%—>oo.

Notons que dans le cas sur-critique la variance croit exponentiellement avec
le nombre de générations tandis qu’elle décroit exponentiellement dans le cas
sous-critique. Dans le cas critique, la variance croit linéairement avec le nombre
de générations.

#> Exercice 2.1.6. Démontrer la formule pour 0.

2.1.6 Quand la population initiale tend vers l'infini

Que se passe-t-il si on a initialement une population Xj trés grande ? La pre-
miére chose a faire est de considérer la limite quand X tend vers oo en s’ap-
puyant sur la loi des grands nombres :

1= THEOREME 2.4.
Pour chaque t

X
(2.10) lim =L = m’, avec probabilité un.
X0—>OO XO

Démonstration. Lalimite (2.10) s’obtient par récurrence. La loi forte des grands
nombres donne

Xy
lim — = lim &l =m, ps..
Xp—o00 XO Xo—o00 X| 0 kX:l k™ p-

Si on suppose que limy, .o X;-1/Xo = m'™! p.s. alors

X, X\ [ 1 X .
lim — = lim =m, ps..
im im [(X )(X[126k)] m', p.s

Xo—o00 X Xp—o00
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En effet, le terme X;_;/ X, tend p.s. vers m'1 quand Xy — oo (hypothese de ré-
currence), donc X;_; doit tendre aussi vers 'infini car m # 0 (m = 0 si et seule-
ment si pp = 0, mais on a exclu ce cas). On peut appliquer la loi des grands
nombres pour obtenir que Xt__l1 Zf;‘ll ¢ ]"; tend p.s. vers m. C.Q.ED.

La signification du théoréme précédent est que si Xy > 1 alors, quelle que
soit la génération t, X; ~ m' Xj.

2.1.7 Complément sur le temps d’extinction

Nous allons énoncer un résultat qui décrit le comportement de la queue de la
loi de probabilité du temps d’extinction dans les cas sous-critique et critique.

15 PROPOSITION 2.3.

1. Si m < 1, il existe une constante C qui dépend de la loi de reproduction
telle que
P(Tp>t)~Cm' quand t — oo.

2. Sim=1alors )
P(Ty>t) ~—— quand ¢ — oo.
(0 ) 2, q 00

(Le temps d’extinction est défini en (2.8).)

Cette proposition nous enseigne que dans le cas sous-critique, la queue de la
loi de probabilité du temps d’extinction décroit exponentiellement vite, ce qui
implique que tous les moments du temps d’extinctionE] sont finis. Dans le cas
critique, le temps moyen d’extinction (premier moment de Tp) est infini!

2.1.8 * Croissance de la population dans le sur-critique

D’apres le Théoreme on sait que dans le cas sur-critique, il y a une proba-
bilité strictement positive que la population survive auquel cas elle «explose» :
X; — oo. La question naturelle est : a quelle vitesse ? On a vu qu’«en moyenne»
c’est exponentiel, plus précisément E[X;] = m’. Ceci suggere de normaliser X;
par m'. Le théoréme suivant répond a cette question :

=" THEOREME 2.5.

Il existe une variable aléatoire positive Y telle que

X
lim —- =Y avec probabilité un.
t—o0 m[

3. c.-a-d. les quantitiés E[ T/ ] pour g =1,2,...
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Qui plusest, P(Y =0) = P(&) et pour presque tout w dans&°, Y (w) > 0 et X;(w) ~
m'Y (w) quand t — co. Donc, soit la population s'éteint, soit elle explose comme

mt.

Commentons ce que signifie ce résultat assez abstrait. Il nous annonce d’abord
que X; croit comme m'Y mais le hic est cela ne nous apprend riensi Y =0, a
part que m' est un facteur de normalisation trop gros. Il nous annonce ensuire
que X, croit bien proportionnellement a m’ pour les réalisations du processus
pour lesquelles il n’y a pas extinction.

FIGURE 2.3: 15 réalisations de r — X;/m' dans le cas sur-critique avec pg =
1—p2=0.4(s* = po/(1 - po) =2/3).

2.2 Plusieurs types

Une généralisation naturelle du processus de Bienaymé-Galton-Watson est de
considérer que les individus d'une population ne sont pas indistinguables mais
ont des types différents. Pensons par exemple au sexe (masculin/féminin), au
génotype, au phénotype, al’habitat (habitat favorable/habitat défavorable), etc.
En général, le type va conditionner la loi de reproduction.

Formalisons cette situation : on suppose qu’on a d types et on va décrire notre
population a la génération ¢ par un vecteur X; = (lel), ..,Xﬁd)). Pour chaque
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type, on aura une loi de reproduction qui peut étre différente des lois de re-
production des autres types. En général, un individu d'un type peut donner un
descendant du méme type ou bien d’un des autres types.

Loi dereproduction Ilnous fautdes variables aléatoires ¢ ;i ) qui donnent d’une
génération a la suivante le nombre de descendants de type j issus d'un parent

de type i. Autrement dit, a chaque type on associe un vecteur aléatoire de re-

production E@ = &9 6(”

Lanalogue de la fonction generatrice ¢ dans le cas d'un seul type va étre une

fonction vectorielle ¢ = (¢1,...,¢4) ou @; : [0, 119 - [0,1] et

<pl-(8)=z---z P& = ki,....E 0 = kg) sy - sk
k1=0 kqa=0
ou S =(sy,...,54).

Dynamique Comme pour le processus de Bienaymé-Galton-Watson avec un
seul type, on suppose que les individus se reproduisent indépendamment les
uns des autres a chaque génération. Nous définissons donc le processus de
Bienaymé-Galton-Watson multi-type en posant

X(l)

(2.11) Xps1 = Z Y g

i=1k=1

ol {{ g)’t; t,ke N,i=1,. ..,d} est une famille de vecteurs aléatoires indépen-
dants tels que pour chaque i, ¢ ;j)’t est de méme loi que ¢,

Commentons cette formule compliquée. S’il y a Xf) individus de type i a la
génération t, I'individu numéro k va donner un certain nombre de descen-
dants donnés par le vecteur ¢»*1; chaque composante de ce vecteur donne
le nombre de descendants de type j de cet individu; il faut encore sommer sur
tous les types possibles indexés par i.

La j-eme composante du vecteur défini par donne I’évolution en une
génération de la sous-population de type j :

da X"
S W

i=1k=1

(Notons qu’on retrouve la formule (2.1) s’il n'y a qu'un seul type.)
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Fonction génératrice de )X; Introduisons les vecteurs e; = (0,...,0,1,0,...,0)
qui forment la base canonique de R? (la iéme composante de e; est égale a1,
toutes les autres sont nulles). On note donc X, = e; le fait que la population
initiale soit composée d'un seul individu de type i. On définit la fonction géné-
ratrice ¥, = (‘P(tl),...,‘Pgd)) de X, par

X X@
1 X oo X Sd

vO(S) =E|s

DCO:ei]

Il n'est pas difficile de généraliser ce qu’'on a obtenu pour le cas avec un seul
type:

Pour tout £, pour tout S € [0,1]14, W11 (S) = ¥;(¢(S)). On en déduit

que le «vecteur d’extinction» vey est donné par

Vext = }LI}DlO(IP(xt =01Xp=¢e),i=1,2,...,d) = }L%lo‘Pz(O)

et qu’il doit satisfaire I'équation vey = @ (Vext) par continuité.

C’est une simple extension de ce que nous avons fait précédemment en raison-
nant composante par composante.

Matrice des moyennes Dans le cas du processus de Bienaymé-Galton-Watson,
le nombre moyen m de descendants est le parametre clé qui détermine les trois
régimes possibles. Dans le cas présent on a une matrice M de taille d x d natu-
rellement associée au processus :

MG, j) =EED.

M(i, j) estle nombre moyen de descendants de type j sile parent est de type i.
On vérifie que

0
1

Pour tout vecteur Z € IN? on a la formule

E[X|Xo=2]=M"'Z.

En particulier s’il y a un seul individu de type i au départ, E[X;|Xo = e;] = Me;.
Cela généralise donc la formule E[X/| X, = 1] = m' obtenue dans le cas unitype.

#» Exercick 2.2.1. Montrer que, pour tout Z € IN? et pour tout t, on ali[X11|X; =
2] = M'Z. En déduire la formule précédente.

Se pose donc la question suivante :
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Comment se comporte la matrice M' quand t tend vers l'infini ?

Pour y répondre, nous allons invoquer un résultat sur les matrices a coefficients
positifs, connu sous le nom de Théoreme de Perron-Frobenius, qui dit en parti-
culier la chose suivante (sous une hypothese que nous allons préciser ci-aprés) :

M'2Z~p'U

ol p > 0 est la valeur propre de plus grand module de M et U le vecteur propre
a gauche associé (c.-a-d. UM = pU). Lhypothése sur M est qu’il existe un entier
ny tel que tous les coefficients de M™ soient strictement positifs : on dit que M
est primitive.

Il se trouve que p est le seul parametre qui distingue trois régimes, c.-a-d. qu’il
joue exactement le méme role que m dans le cas unitype :

1= TuEOREME 2.6 (Critére d’extinction dans le cas multitype).
Supposons que @ n'est pas une fonction linéaire et que M est primitive.
. Si p > 1 alors toutes les composantes du vecteur d'extinction vey Sont
strictement inférieures a 1 et Vey est l'unique solution de ¢(S) = S dans
[0, 114
« Sip<lalors vex =(1,...,1).

Le cas ol ¢ est une fonction linéaire est un cas dégénéré qui correspond a la
situation ou pg + p; = 1 pour le cas unitype. Plus précisément c’est le cas ou
p(S) = MS.

Terminons avec un exemple illustratif. Supposons qu’on ait deux types et que
_1 2, 2 1 2 2
(pl(sl,SZ)—4(1+51+32+slsz) et (pg(Sl,Sg)—4(1+51+82+8182).

Prenons un individu de type 1 : il peut avoir aucun descendant ou bien un seul
descendant de son type ou bien deux descendants de type 2 ou bien deux des-

‘. ez 1
cendants de type 1 et une de type 2, chaque événement ayant la probabilité ;.
Ona

_(3/4 1/2)
1374 1

Cette matrice est primitive puisque ses coefficients sont strictement positifs.
On trouve que p = 3/2 > 1 donc il existe s7,s; € [0,1] tels que ¢ (s1,52) = 57 et
@2(s1,52) = $2.Onasf =s5 =v2-1.



2.3. ENVIRONNEMENT VARIABLE 25

2.3 Environnement variable

Parmi les nombreuses lacunes dont souffre le processus de Bienaymé-Galton-
Watson, il y a 'hypothese que la loi de reproduction ne varie pas au cours du
temps. Or il est clair que celle-ci peut étre impactée par des effets environne-
mentaux. Pensons simplement au temps qu'’il fait pendant la saison de repro-
duction (par ex. sec ou humide pour des plantes) ou bien a |’effet d'un polluant
qui déteriore le milieu d’année en année.

2.3.1 Environnement variant de facon déterministe

Silaloi de reproduction dépend de la génération ¢ et si on note mi(¢) le nombre
moyen de descendants produits a la génération ¢, on généralise facilement le
calcul fait dans la Sous-section pour obtenir E[X;] = m(t - 1)[E[X;_1] ce
qui donne par récurrence

-1
EX,] = [[ m(OE[Xo].
k=0
Il'y a d’'innombrables facons de faire varier m (k). Nous nous limitons ici a deux
cas:

1. Le premier cas est celui d’environnements qui s’améliorent ou se déte-
riorent constamment. Pensons par exemple a un rejet de polluant constant.
Si on suppose que la suite (m(k))y est croissante et que limy_.o, m(k) =
m > 1, on s’attend intuitivement a ce que le nombre de descendants
d’un individu initial explose exponentiellement, comme pour le proces-
sus de Bienaymé-Galton-Watson sur-critique. Si on suppose que la suite
(m(k)) est décroissante et que limy_, m(k) = m < 1, on peut s’attendre
aavoir un comportement comme pour le processus de Bienaymé-Galton-
Watson sous-critique.

2. Le second cas est celui d’environnements périodiques : on suppose que
laloi de reproduction varie périodiquement, c.-a-d. qu'’il existe un entier
T =2 tel que pour tout k=0, 1,...,laloi de reproduction a la génération
k estlaméme qu’ala génération k+ T. On a envie d’'introduire le nombre

mr=m@O)ym@)---m(T -1).

On peut vérifier que
E[X,1] = m}7E[Xo].

Donc, si mr < 1, la taille moyenne de la population tend vers 0 tan-
dis qu’elle explose si mr > 1. Dans le cas mr = 1 elle ne varie pas en
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moyenne. Pour étudier un tel processus, on voit donc qu’'on se rameéne
au cas d'un processus de Bienaymé-Galton-Watson (X, = X730 = 0)
dont le nombre moyen de descendants est m7.

Observons que le taux de croissance de la population moyenne a chaque
génération est (m(0)...m(T—1))"/7, c.-a-d. la moyenne géométrique de
(m(k);k =0,...,T —1). Or, puisque la moyenne géométrique est infé-
rieure ou égale ala moyenne arithmétiquelﬂ le taux de croissance moyen
est inférieur ou égal a la moyenne des taux de croissance.

2.3.2 Environnement variant de facon aléatoire

Certaines causes de fluctuations de I'environnement sont mieux décrites par
des variables aléatoires, ne serait-ce que le temps qu'il va faire.
Imaginons qu'une génération corresponde a une année et qu’il y a des années
favorables (F) et défavorables (U) qui alternent de fagon indépendantes les
unes des autres avec probabilité p; et py, respectivement. On a donc modélisé
la succession des environnements au cours des générations par une suite de
variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de Bernoulli
(Ept=0) tellesque P(E; = F) = pretP(E; = U) = py pour tout ¢.
C’est une situation plus complexe que les situations vues précédemment dont
elles sont en fait un cas particulier. A chaque génération, le nombre moyen de
descendants va étre une variable aléatoire qui va valoir soit m; avec probabi-
lité pr soit my avec probabilité p,. Donc, a chaque génération ¢, on aura en
moyenne

p=Em@)] =prme+ pymy
qui ne dépend pas de t.
Il'y a quatre scénarios possibles quand on prend deux années consécutives :

FF, FU, UF UU.
Les nombres moyens de descendants dans chaque scénario sont
MpMg, MpNy, MyMg, MyMy.

Donc, le nombre moyen de descendants d'un parent donné a la seconde géné-
ration est la moyenne de ces quatre scénarios :

Elm1)m(2)] = Elm)]E[m(2)] = p*

car m(1) et m(2) sont des variables aléatoires supposées indépendantes. Plus
généralement on trouve

E(m©)m(@)---m(t—1)] = E[mO)]E[mD)]---E(m(t-1)] = p".

4. cra-d. (m0)...m(T-MVT < L ¥ 1= m(k)
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Cette formule nous conduit a croire que la valeur de p va déterminer la facon
dont la population va évoluer, a la maniere dont m le fait pour un processus de
Bienaymé-Galton-Watson. Cette intuition s’avere fausse : c’est E[ln m(#)] qui
va étre le bon parametre et il est en général différent de In p.

Voyons quelle en est la raison. Si on se donne une réalisation de la suite des en-
vironnements aléatoires m(0), m(1),..., m(t—1), c.-a-d. que m(0), m(1),..., m(t—
1) ont des valeurs connues données par un tirage particulier de nos environne-
ments, par analogie avec le cas d'un environnement périodique on s’attend a
ce que la taille moyenne de la population a la génération ¢ soit

m(0) x m(1) x --- x m(t — 1)[E[Xp]

et que donc le taux moyen de croissance de la population en une génération
soit la moyenne géométrique

(M) x m(1) x - x m(t—1)* = e%(1nm(0)+1nm(1)+---+lnm(r—1))_

Comme m(0), m(1), etc, sont des variables aléatoires indépendantes, il en est
de méme pour In m(0), Inm(1), etc; d’apres la loi (forte) des grands nombres

t—o0

1
;(ln m0) +Inm@)+---+Inm(t—1)) — E[lnm(k)] avec probabilité un.

Donc on peut définir le taux moyen de croissance de la population comme la
limite

Lim (m(0) x m(1) x - x m(t — 1)V = BinmEL,

—00

On peut démontrer le critere d’extinction suivant :

15" THEOREME 2.7.
Pour le processus de Bienaymé-Galton-Watson en environnement aléatoire dé-
crit ci-dessus, on a extinction avec probabilité un si et seulement si

Ellnm(k)] <0.

1= REMARQUE 2.8. On dit qu'un processus de Bienaymé-Galton-Watson en envi-
ronnement aléatoire est sur-critique si I5[In m(k)] > 0, critique si E[ln m(k)] =0
et sous-critique si E[In m(k)] < 0.

Nous avons dit plus haut que In[E[m (k)] # E[ln m(k)]. Cela suit de I'inégalité
de Jensen :
Eimk)] = E[elnm(k)] > eE[lnm(k)].



28 CHAPITRE 2. REPRODUCTION ALEATOIRE EN TEMPS DISCRET

Il doit donc exister des cas sous-critiques en environnement aléatoire tels que
u =IE[m(k)] > 1. Donnons un exemple avec pr = py = %, mr=3etmy= i. On
a

E[m(k)]=—-x3+=-x-=1.625>1.

N =
N | —
I

alors que

1 1 1 1 3
Ellnmk)]==-xIn3+-xIn-=-In- <0.
2 2 4 2 4

Faisons un développement de Taylor a l'ordre deux de E[lnm(k)] autour de

p=E[m(k)] en écrivant que Inm(k) =Inp+1In(1+ W) :
Efln m(0)] ~ In 1 (Var(m(k)))
nm(k)] =lnp— - | ———=|.
i

Ce calcul nous montre qu’en environnement aléatoire a la fois la moyenne et
la variance du nombre moyen de descendants m(k) interviennent sur le taux
moyen de croissance de la population et que la variance a un impact négatif ce
taux.

Terminons en mentionnant une extension naturelle de ce qui précéde : consi-
dérer les environnements comme indépendants est sans doute trop restrictif.
Un premiere amélioration consiste a supposer que I'environnement qu’'ily a a
la génération ¢ dépend de I’environnement qu’il y a eu a la génération -1 : on
parle d’environnements markoviens.

2.4 Notes

Il y a des livres entierement consacrés aux processus de ramification (“bran-
ching processes” en anglais). Citons d’abord [HJV07, KA02|. D'un point de vue
mathématique, les classiques sont [AN04, Har02].

2.5 Suppléments

2.5.1 Démonstration du Théoréme

1. On démontre d’abord qu'’il existe une variable aléatoire positive Y telle que
X;/m' — Y presque sirement.
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Soit =0 et posons Y; = X;/m!.On a

) k 2
E[(Ye1 - Yt)z] =m 2R [ Y Lix,—k (Z AR km) ]
k=0 i=1

o0
k=0

On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit que

E[[Yes1 - Yil] < (B[|Vis1 - Yo2])% = o422,

Donc
o0 o0
]E[ Y Y - Ytl] <o) m 2 < yeo,
P =0

La conclusion est que, presque stirement, la variable aléatoire } 32 Y41 — Y|
est finie, ce qui implique la convergence de Yi = Y + Z’;:‘(} (Y1 —Y) versY =
Yo+X920(Yi1 =Y.

En outre, E[Y] < E[Yp] + X720 E[l Yr+1 — Y¢l] < +oo.

2. Pour montrer que P(Y = 0) = P(&), on va d’abord montrer que la transformée
de Laplace de Y, c.-a-d. L(a) = E[e"%Y], a € R, satisfait 'équation

2.12) L(a) = (p(L(%)), a=0.

En effet, pour tout a = 0, on peut appliquer le théoreme de convergence domi-
née pour déduire que E[e~%Y'] converge vers E[e"%Y]. Or, en utilisant 2.7), on
a

E[e—aYt+l] — E[e_am_(lﬂ)xt] _ ‘PHl(e_am_(Hl))
=@ (\I’t(e_(a/m)m‘t)) = (E[e—(a/m)m‘tXt])
=¢ (E[e—(a/m)Yt]) .

On prend la limite ¢ — co dans le premier et le dernier terme de cette suite
d’égalités en utilisant la continuité de ¢, ce qui donne (2.12).

Puisque e~ %Y converge presque stirement vers 1y, quand & — +oo, on ap-
plique le théoréme de convergence dominée pour obtenirlimgy_. o, L(a) = P(Y =
0). Donc, en vertu de (2.12), P(Y = 0) est solution de 'équation ¢(s) = s, s €
[0,1]. On sait qu’elle a deux solutions, 1 et P(&) €]0, 1. Il faut donc exclure que
P(Y = 0) puisse valoir 1. Pour ce faire, calculons E[Y]. Par construction méme,
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[E[Y;] =1 pour tout ¢; on s’attend donc a ce que I£[Y] =1, ce qui est bien le cas
en passant a la limite £ — +oo dans I'inégalité

o0 o0
EY1-EIY I <E(Y-Yil)= Y E(1 Yo - Yel) <0 Yy m™ 272,
/=t r=t
3. Pour w dans’ensemble d’extinction &, la population a une taille nulle a partir
du rang Ty(w), ce qui entraine a fortiori que lim;_. ;, Y;(w) = Y (w) = 0. Donc
{Y=0l=8U{&°N{Y =0}}.

Or, comme on vient de montrer que P(Y = 0) = P(£), on déduit que P(§¢,Y =
0) = 0. Ainsi, pour presque tout w € &, Y(w) > 0 et X;(w) est équivalent a
m'Y (w). On conclut qu'il y a soit extinction, soit que la population explose en
m'. Le théoreme est démontré.



Chapitre 3

Naissances & morts aléatoires
en temps continu

E but de ce chapitre est d’étudier les modeles les plus simples dans lesquels

L on suppose que les individus n’'ont aucune influence les uns sur les autres
et que les taux de naissance et de mort sont les mémes pour tous les individus
et sont fixés une fois pour toutes.
Nous allons considérer le temps ¢ comme continu et faire une modélisation
probabiliste de la variation du nombre d’individus pendant un intervalle de
temps infinitésimal. Par rapport aux modeles a temps discret ou les change-
ments d’état peuvent seulement se produire a un rythme régulier, les modéles
a temps continu ajoutent une « couche» d’aléa supplémentaire car les change-
ments se produisent a des temps aléatoires (distribués selon une loi exponen-
tielle).

3.1 Naissances seules

Le processus que nous allons étudier décrit une population d’individus suppo-
sés immortels et qui se reproduisent a un taux identique pour tous et indépen-
dant du temps. On suppose aussi que les individus n’'ont aucune influence les
uns sur les autres. En I'absence de mort, il est clair que I'effectif de la popula-
tion ne peut qu’augmenter ou rester constant. Malgré sa simplicité excessive,
un tel modele rend compte, au moins pour des temps brefs, de la croissance
d’'une population d’organismes unicellulaires se reproduisant par division. Ce
modele permet des calculs explicites dont nous tirerons des observations gé-
nérales.

Modele. Supposons que, durant n'importe intervalle de temps A¢, la probabi-
lité qu’'un individu se reproduise est vVAt+0(Atf), o1 v > 0 est un nombre donné.

31
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La probabilité qu’il n’'y ait aucune naissance est 1 — vAt+ o(Af) et celle qu’il y
ait plus d’'une naissance est o(At).

Noton N(#) le nombre d’'individus au temps ¢ et supposons qu'il vaille Np.
Le nombre de naissances dans la population dans 'intervalle | ¢, £ + A¢] suit une
loi binomiale de parametres Ny et vA tlﬂ Donc, pour k=0,1,...,Npona

N,

IP(k naissances dans]¢, ¢+ At]|N(¢) = Np) = ( ko)(vA n*a —vanhhk,
Pour k =0 on trouve (l—vAt)N0 =1-vNgAt+o(At); pour k=1, vNyAt+o0(At);
et pour tout k = 2, o(At).

On note py(f) la probabilité que N(f) = N. La probabilité que la population
soit de taille N au temps ¢+ At est

pn(t+AL) = pn-1 (VN =D)AL+ pn(£)(1 —vNAL) + o(A¥).

En effet : soit la population était de taille N — 1, avec probabilité py_;(f) au
temps ¢, etun individu est né durant l'intervalle de temps At ; soit la population
était de taille V au temps ¢ et aucune naissance n’a eu lieu durant I'intervalle
de temps At. On obtient donc

pa(t+A0—pN(8)

o(At)
AL =—VvNpn(D)+Vv(N-1)pn_1(F) + .

At

Faisons tendre At vers 0 pour obtenir
3.1) pn(t) =—vNpn(8) + V(N -1 pn-1(2).

Notre but est de déterminer py(f) en fonction de N, v, ¢ et I'effectif initial de la
population.

1= TurorimE 3.1. Si Ny individus sont présents au temps t =0 (N(0) = Ny), alors
la probabilité py(t) qu'il y en ait N = Ny au temps t > 0 est égale a

N-1 —vNyt —viyN—N
= 1- 0,
pn (1) (No— 1) e 1-e")

La démonstration de ce théoréme se trouve dans la sous-section[3.5.1]

1 ReMARQUE 3.2. On a trouvé une loi binomiale négative de parametre p = eVNo!

qui donne le nombre de tirages de Bernoulli avant l'obtention d’'un “succes”. On
U'appelle aussi la loi de Pascal.

1. il faudrait ajouter o(At) mais ce terme ne va pas contribuer
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Observons que dans la formule pour py(f), v et ¢ ne peuvent pas étre sé-
parés : seul leur produit apparait : étant donné N, la loi de probabilité de N
dépend seulement du produit v¢. Donc, un fort taux de natalité pendant un
temps court revient au méme qu’un faible taux de natalité pendant un temps
plus long, pourvu que v ait la méme valeur dans les deux cas.

Population moyenne au temps . On va montrer que

E[N(1)] = Nge"?, t=0.

En effet

+00 +0o
EINDI =Y jpi0=Y jp;®

j=1 j=No
1t No+k-1
= e VNI Y (Np+K)| (1-ev9)*
k=0 k
T Ny +k
= Noe "M Y- ( ° )(1 —eht
im0\ k
— Noe—vNot(e—w)—(NoH)
= N()@Vt.

Nous constatons que la taille moyenne de la population est la solution d'une
équation différentielle trés simple :

dx _
(3.2) { e = V7
x(0) = Np.

Ce modele déterministe est souvent appelé le modele malthusien en référence
a Malthus (cf. notes). La méthode de séparation des variables permet de ré-
soudre cette équation tres facilement : on réécrit I’équation sous la forme

1dx
dt=——
vV X
qu’'on integre :
1 cdx 1
t+c:—f— —Inx,
vJ x

ol c est la constante d’intégration qu'on détermine en utilisant la condition
initiale que x(0) = Np. On obtient ¢ = In Ny et donc x(f) = Npe"’.

La figure suivante montre trois réalisations du modele aléatoire et la solution
du modele déterministe.
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FIGURE 3.1: Trois réalisations du processus avec Ny = 10 et v = 1/3. La courbe
noire est la solution dértermiste, c.-a-d. ici I'évolution de la moyenne du pro-
cessus.

Variance de la population au temps ¢. Notre but est de montrer que
Var(N(1)) = Noe''(e"' - 1), t=0.

Calculons en premier lieu le second moment :

+00
EIN*(0]1= Y. j*p;(0)
j=1

+00 _
— e—VN()t Z (NO + k)Z(NO +kk 1)(1 _ e—VI)k
k=0

TNy + k T [Ny +k
:Nge‘VNon( Ok )(l—e_w)k+Noe_VN°tZk( Ok )(l—e_w)k
k=0 k=0

T INyg+k+1
:N§e”+(N0+1)N0e‘VN°t(1—e‘”)Z( 0 v )(1—e‘”)k
k=0

= NZe""+ (Ng+ 1) Ny(e"" - 1)e"".

Donc la variance de N(t) est

Var(N(#)) = EIN2(8)] - (EIN(8)])?
= Npe''(e"" - 1).

D’une part, la variance augmente avec ¢, comme on pouvait s’y attendre. Au-
trement dit, plus le temps passe, moins les prédictions sont précises. D’autre
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part, il est naturel de comparer I'écart-type, donnant la taille typique des fluc-
tuations, a la moyenne en calculant le rapport

v Var(N(1)) 1

= 1-e VL,

EIN(O] VN

Deux observations s'imposent :

. Pour des temps ¢ trés petits, ce rapport est proche de 0;

. Pour un temps ¢ fixé, ce rapport est proche de 0 quand Ny > 1.
Autrement dit, pour des temps trés petits ou pour une tres grande population,
le modeéle déterministe et le modéle stochastique sont tres proches. C’est
un fait général.

Un enseignement de ce qui précede est que le modele déterministe est ma-
thématiquement trivial alors que le modele stochastique ne I'est pas. Mais le
modele stochastique décrit une réalité plus riche que le modéle déterministe.

3.2 Morts seules

On suppose maintenant qu’il n'y a aucune naissance et que pour chaque indi-
vidu la probabilité de mourir durant un intervalle de temps At est uAt + o(At),
ol u est un nombre positif donné. En raisonnant comme précédemment, on
obtient la probabilité que la population ait pour taille N a I'instant ¢ obéit a
I’équation

(3.3) pn(®) = N + 1) prat () = Nupn (6 + o(AD).

En suivant le méme cheminement que pour le processus avec seulement des
naissances, on trouve

(3.4) pN(t) = (]]\\];)) e_IJNOt(e,ut _ l)NO_N.

#v Exercice 3.2.1. Retrouver pn(t) en raisonnant comme suit : la probabilité qu’il
y ait un survivant au temps t est e *' et celle qu'il soit mort avant t est 1 — e M,
Interpréter alors le destin des Ny individus présents au temps t = 0 comme des
tirages de Bernoulli.

Lespérance et la variance associées a cette loi de probabilité sont

E[N(t)] = Nge M
Var(N(8)) = Noe (1 —e ).
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Comme précédemment, on constate que [E[N(#)] estla solution d'une équation
différentielle élémentaire, a savoir

& = —hx
x(0) = N,

On trouve que le rapport entre I’écart-type et la moyenne vaut

Var(N(7)) 1
E[N(1)] vV Ny
Calculons I'espérance du temps d’extinction de la population. Soit Ty, la va-

riable aléatoire qui donne l'instant auquel la premiere mort a lieu dans une
population initiale de taille Nj :

ekt — 1.

TN, =inf{s>0: N(s) = No—1}.
D’apres (3.4) il est évident que
P(Ty,<t)=1-pn,()=1—e 0l >0,

L'espérance de T, est donc

+00

1
E TN() j [,I,N()te uNotdt_ m

Lorsque la premiere mort a lieu, I'effectif de la population passe a Ny — 1 et

I'espérance du temps de la mort suivante est E[Tx,-1] = 1/u(Np —1). On en
déduit que le temps moyen d’extinction totale est

1 Mg

ZET] Z—

3.3 Processus avec des naissances et des morts

Nous combinons maintenant les deux modeles précédents : durant un inter-
valle de temps At, la probabilité d’'une naissance est vAt + o(At) et celle d'une
mort uAt+ o(At). La probabilité que plus d'un événement (naissance ou mort)
ait lieu pendant At est supposée négligeable. Donc, sila population est de taille
N alinstant t + At, sa taille au temps ¢ doit étre N—1, Nou N+1etona

pn(t+AL) =
pn-1(OVv(N-1DAt+ pn(5)[1 = NVvAL— NulAt]l + py+1 (O (N + 1)At+ o(Al).
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Donc
(3.5) pNE)=—NWV+pn(@) +V(IN -1 pn-1(8) + u(N + 1) pn4+1(2).

A partir de cette famille d’équations différentielles, nous allons déterminer I'es-
pérance et la variance de la population N(#) directement (c.-a-d. sans détermi-
ner au préalable py(1)).

1= ProvositioN 3.1. Pour une population initiale Ny, la taille moyenne de la po-
pulation au temps t vaut
E[N(1)] = Noe" ™",

C'est la solution de l'équation différentielle
A py
x(0) =Ny
our=v-—pu.

Selon le signe de r, la population tend vers 0 ou vers +oco en moyenne. Si
r =0, la population moyenne reste constante.
Démonstration. Dérivons par rapport au temps1’'équation E[N ()] = Z;ﬁ‘{ ipj
pour obtenir

dEIN()] & .|
“ar e
j=1

ce qui donne, en utilisant (3.5),

dE[N(t too
[dt( ) =) [_(V+,U)j2pj(t)+Vj(j—1)pj_1([)+,uj(j—l—l)pj+1([)]
j=1

+00
=vY (=i%pj@+j°pja()—jpj1(D)
j=1
+00
1Y (7*pi® - *pjs () = jpjn (D)
j=1

+00
=v ) pr@®[ -k +(k+1)*=(k+1)]
k=0

+00
—p Y pre®[k* = (k= 1% = (k- 1)]
k=1

+00 +00
=vY kpr(®—p)_ kpi(t)=(v-wE[NQ®)].
k=0 k=1
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Léquation différentielle que nous venons d’obtenir est facile a résoudre puis-
qu’elle se réécrit
dE[N()]
E[N()]

d’ott E[N(#)] = const. eV, Comme au temps ¢ = 0 la population était de taille
Np (c.-a-d. que E[N(0)] = Ny), on obtient les conclusions de la proposition.
C.Q.ED.

(V_ l.l,)dt,

La figure suivante montre trois réalisations du processus et I'évolution de la
moyenne. L'une d’elles atteint 0 c.-a-d. que la population s’éteint. L'évolution
moyenne ne décrit donc pas correctement le processus. La raison sous-jacente
est la stochasticité combinée au fait qu'on part d'une trés petite population
(Np = 2!) : il y a une probabilité non nulle pour que les deux premiers évé-
nements soient une mort. On parle de «stochasticité démographique». Nous
allons voir qu’on peut, dans ce modele simple, calculer la probabilité d’extinc-
tion et constater que cette probabilité tend vers 0 quand Ny tend vers oo.

25

20

15

10

0 2 4 6 8 10
FIGURE 3.2: Trois réalisations du processus avec v = 1/3, u = 1/5, Ny = 2. La

courbe en noir est la solution du modele déterministe, c.-a-d. I’évolution de la
moyenne : E[N(#)] = 2¢%!/15,

Probabilité d’extinction On peut démontrer (E[) que la probabilité que la po-
pulation ait une taille nulle au temps ¢, sachant qu’initialement elle était égale
al'unité, est

pe M-y

(3.6) P(N(f)=0INo=1) = Ve Bl

2. cf. Sous-section
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Siune population initialement de taille Ny s’éteint, cela signifie que chacun des
Ny descendances s’est éteinte et la probabilité de cet événement est, pour tout
N,

_ N
et H! u) ’

3.7) P(N(1) =0) = [P(N() = 0|Ng = D] = (Ve(V—,U)t 4

Pour trouver la probabilité d’extinction, nous devons faire tendre ¢ vers I'infini.
I est évident que si v < u, les termes exponentiels disparaissent lorsque

t — +oo, etdonclim;_.;o, IP(N(t) = 0) = 1. C’est ce a quoi on pouvait s’attendre.
Siv >y, alors

ue(v—lJ)t No U No
pe
Ve(V_IJ)t

IP(N(IT):O)~( "

Puisque la probabilité d’extinction est non nulle, I'existence pour tous temps
de la population n’est pas assurée. Cependant, comme on pouvait s’y attendre,
cette probabilité devient d’autant plus petite quand le rapport entre le taux de
natalité et le taux de mortalité augmente, tandis qu’elle diminue (exponentiel-
lement) avec la taille de la population initiale.

II nous reste a considérer le cas p = v. Afin d’obtenir la limite de P(N(f) =0)
quand ¢ tend vers l'infini, nous allons développer les exponentielles en série
dans etposerr=v—pu:

p(ret+r2e?/20+---) ]NO

PIN@ =0)= [v(1+rt+ r2e2/2+--) —p

Quand r tend vers 0, il vient

N, N
rt 0 vt 0
P(N(£) = 0) ~ | - ~
r+vrt 1+vt
Puisque
. vt \No
lim =1,
t—+oo\1+ Vvt

I'extinction est certaine méme si le taux de natalité est égal au taux de mortalité.
Alors que la taille moyenne de la population est constante, les fluctuations sto-
chastiques autour de cette taille moyenne conduisent inéluctablement a 1'ex-
tinction si un temps suffisamment long s’écoule. En conclusion, dans ce mo-
dele, c’est seulement dans le cas v > y, c.-a-d. , seulement si la population a un
taux de croissance positif, qu’il y a une probabilité que la population persiste
indéfiniment.
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Variance de la population au temps ¢

1= ProposiTioN 3.2. Pour une population initiale Ny, la variance de la taille de la
population au temps t est égale a

N 2
Var(N (1)) = M erl(ert_ 1).

our=v-—pu.

Notons en particulier que si v = y, c.-a-d. r =0, alors E[N(#)] = Ny pour tout
t. Par contre, la variance est une fonction linéaire de ¢. En effet, la variance au
temps ¢ est donnée en faisant tendre r vers 0 en utilisant la regle de I'Hopital :

Nol(r +2u)(2te* " — te"') + e?' — e'!]
1

Var(N(t)) = lin(l) =2Nput.
r—)
Démonstration. Commencons par le calcul du second moment E[N?(1)]. On
al’équation
dE[N?(1)] =,
_— = i(r),
dt j:1] P]( )

c.-a-d., en utilisant (3.5),

dE[N?(t +00
% =v) (_jspj(t)+j3pj_1(t)—jzpj_l(t))

j=1
+00
1Y (Ppi0 - Ppj( = P pja(n)
j=1
+00 +00
=vY pREE+)—p Y p(@k* - k)
k=0 k=1
+00 +00
=2(v—w Y Kpr(+ v+ Y kpe(t)
k=1 k=1

=2(v-wEIN?*(0)] + v+ wE[N(@®)].

En remplacant E[N(#)] par sa valeur obtenue ci-dessus, nous avons donc ob-
tenu I’équation différentielle suivante pour E[N2(1)] :

dE[N?(¢t
% +2(u— WEIN?(5)] = (v + N)Noe(v_“”,
ce qui donne

HVIEIN(0)] = No(v+p) [ e 11y
_ NO (V + N) e(

- 'u_V)t+Cl)
v-p
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ol c; est une constante d’intégration. Nous sommes intéressés par la variance
Var(N(t)) et pas par le second moment. Observons que nous avons I’équation

N
(N (1)) = - DOV ER ey,
’V —_—

ol ¢, est une autre constante d’intégration. Pour I’évaluer, on utilise le fait que
Var(N(0)) =0 et donc ¢, = Ny(v + p)/ (v — ). En conclusion,

Var(N(1)) =

)

No(v+p) eV (R 1)

ce qui acheve la démonstration. C.Q.ED.

3.4 Temps d’attente entre les changements d’état

Considérons le processus de naissance et mort de la section précédente. A l'ins-
tant £ = 0, il y a Ny individus. Le prochain événement est soit une naissance
(avec probabilité #) soit une mort (avec probabilité ﬁ). La date a laquelle a
lieu cet événement est une variable aléatoire. Et ainsi de suite. On a donc une
suite de temps aléatoires Wi, W, ... auxquels le processus change d’état. On

définit la suite des temps de séjours en posant
Ti=Win-W; (W =0).

Tp est le temps qui s’écoule avant le premier événement, T celui qui s’écoule
entre le premier et le second événement, et ainsi de suite.

|
0 \IVI W2 Ws Wi

FIGURE 3.3

On peut démontrer que les variables aléatoires T; sont indépendantes et ont
la méme loi qui est une loi exponentielle de parametre v + u. Cela signifie que
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P(T;<t)=1-e VW ¢>0. En particulier, le temps moyen pour qu’il y ait un
changement d’état est # (il augmente si v + p diminue, ce qui cohérent). On
a donc un moyen simple de simuler un processus de naissance et mort : il suffit
de savoir simuler une variable aléatoire exponentielle de parametre v + .

3.5 Démonstrations

3.5.1 Démonstration du Théoréeme 3.1

On procede par récurrence. Puisque N(0) = Ny, on a py,(0) =1 et py(0) =0
quand N # Ny. On a donc d’apres (3.1) I’équation

(3.8) PN, (1) = =VvNopn, (1),

d’ol1 'on tire immédiatement que

pNO(t) — e—VN()[.

Il s’agit dela probabilité que durant I'intervalle de temps [0, f] aucune naissance
n’ait lieu.
Pour trouver py,+1(f) on écrit d’apres (3.1) que

ﬁNo+1(t) +v(Ny+ 1)I9N0+1(t) = VNOPNOU) — VNoe_VNot,

v(No+1)t

Multiplions les deux membres de cette équation par e , ce qui donne :

"NV (P11 (0) + V(N + 1) g1 (D) = vINge™.

On peut résoudre cette équation :
eV N0ty 1(8) = Noe" + const.
La constante n’est autre que —Np puisque py,+1(0) =0, donc
PNo+1(D) = Noe "Mf(1—e™v").

Nous pouvons maintenant substituer ce résultat dans (3.1I) pour trouver une
équation pour py,+2(1) :
Pg+2 (1) +V(Ng +2) py+2(8) = V(Ng + 1) Noe M0l (1 - e™Vh).

v(Ng+2)t

En multipliant les deux membres de cette équation par e on trouve

eV(NO+2)tpN0+2(t) — (N() + I)N()J"VeZVt(l _ e_Vt)t

(evt _ 1)2
= (NO + 1)J\]O —2 =+ Const.
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Puisque pp,+2(0) =0, la constante vaut 0 et donc

Ny + 1)N,
PNo+2(8) = Mo+ Do e VNoI(1 — V12,

La forme de la solution générale émerge clairement, c’est :

— N_l —vNyt _ Vvt N—-Ny
(3.9) pN(r)—(NO_l)e (1-e "N,

ce que nous démontrons par induction. En effet, supposons (3.9) vraie, cher-
chons pn41(f) en résolvant

. N-1
PN+1(0) +VIN+ 1) pn(8) = VN(

N 1) e—VN[)t(l _e—V[)N—N()’
0 —

f,vel/t(evt _ l)N_NOt
No—1 ’

N-1 (evt_ 1)N—Ng+l
=N
Ny—1 N-Ny+1

eV(N+1)tpN+1 (t) — N(

~+ Const.

La constante vaut 0 et, puisque py+1(0) = 0, nous obtenons donc

pPn+1(f) = N (N_l)e_"(NH)t(e"t_l)N—NoH

N-Ny+1|Ny—1

— e—VNot(l _e—VI)N—N()-l-l
No—1 ’

ce qui est la formule annoncée.

3.5.2 Démonstration de la formule (3.7)

Préliminaires La démonstration s’appuie sur le calcul de la fonction généra-
trice @(t, s) associée a {pn(1); N=0,1,...}:

(3.10) o(t,85)= Y pn(OsY, se[o,1].
N=0

Observons que la probabilité d’extinction py(t) = P(IN(t) = 0) est donnée par
®(1,0). Lidée est d’obtenir une équation pour ®(z, s) en dérivant par rapport a
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t la formule (3.10) et en utilisant la famille d’équations différentielles (3.5) : on
a

o X N
o=
ce qui donne une équation aux dérivées partielles :
(3.11) 9 ws-pa-92
ot 0s

avec ®(0, s) = s"0 puisqu’on démarre avec une population de taille Ny au temps
t=0.
Détaillons comment on obtient cette équation : on a

0@ [e,0] o0 [e.0]
—=v Y (N-Dpn_g sV +p Y N+ Dpyr sV —=(v+p) Y, NpysY
ot o N=0 N=0
donc
62_ 2 o _ N-2 o N _ S N-1
=vs Z(N Dpn-1s +,uZ(N+1)pN+1s (v+,u)sZNpNs .
ot N=0 N=0 N=0

Démonstration de la formule (3.7) L'équation aux dérivées partielles (3.11)

se résout par la méthode classique des caractéristiques [Eval0]. On obtient la
solution suivante avec la condition initiale ®(0, s) = s™0 :

(,u(l—s)e("_”)t—(u—vs)
D(t,5) = 4 \ VA=V~ (pu-vs)

vi+(1-vi)s No
(1+vi)—vts

No
) Siv#u
siv=p.

On obtient bien la formule quand s = 0. On retrouve aussi la bonne for-
mule quand v = p.

Résolvons maintenant (avec la condition initiale ®(0, s) = s’0). Commen-
cons par le cas v # p. On fait le changement de variables (¢, s) — («, v) ou on va
utiliser u comme variable indépendante et v pour paramétre la condition ini-
tiale. Pour chaque v fixé, ® ne va dépendre que de u. On obtient I'’équation

d(I)_O(Ddt+6<I>ds

du odrdu 0sdu’
Le probleme de départ est équivalent aux trois équations différentielles sui-
vantes :

(3.12) g—l

' du '

(3.13) E_( -wW(1-ys)

) 5= vs—p s),
do

(3.14) =0,

-
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avec les conditions initiales

(3.15) t0,v)=0
(3.16) s(0,v)=v
(3.17) @0, v) = v™,

Ces équations sont une représentation paramétrique de la condition initiale
(0, s) = s,

Les équations (3.12) et (3.13) sont faciles a résoudre : on obtient immédiate-
ment

(3.18) f=u
(3.19) @ = pNo,

L'équation (3.13) se résout par la méthode de séparation des variables : on écrit
que

1
(—+ v )ds: (v—wdu,
1-s vs—u

puis on integre chaque membre et on prend 'exponentielle :

v-wu

vS—u
‘ ‘:Const.e
1-s

On utilise (3.16) pour déterminer la constante et on remplace u par ¢ :

‘VS—# :‘VV_IJ e(v—u)t
1-s 1-v '

On extrait v de cette équation :

_p(Q-9eV I — (u—vs)
v -s)eVHt—(u—vs)’

puis on remplace v par cette expression dans I'équation pour obtenir
D(t, ).

Dans le cas v = u, on procede de la méme facon sauf que I’'équation doit
étre remplacée par I'équation

E = —v(s—1)°
du '

Nous laissons le lecteur finir les calculs.
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3.6 Notes

Les processus que nous avons décrits sont des exemples basiques de chaines
de Markov a espace d’état discret et a temps continu, qu'on appelle aussi des
processus de saut. On pourra par exemple consulter |[All03] qui les introduit en
relation avec des modeles biologiques.



Chapitre 4

Limiter la croissance

ANS les chapitres précédents, nous avons supposé (en particulier) que les

D individus se reproduisent indépendamment de la taille de la population.
Pour le processus de Bienaymé-Galton-Watson nous avons pris une loi de re-
production qui ne dépend pas de la taille de la population au cours des généra-
tions. Il est clair que pour améliorer ce modele on aimerait prendre en compte
le fait que le nombre moyen de descendants par individu décroit avec la den-
sité de la population, ce qui modélise la compétition pour des ressources finies.
De méme, le processus de naissance et mort simple que nous avons étudié est
basé sur un taux de naissance et un taux de mort qui ne dépendent pas de la
densité de la population.
La prise en compte — indispensable — de la compétition entre individus pour
des ressources limitées a un «cotit mathématique» : les modeles vont devenir
«non linéaires» (en un sens que nous expliquerons) donc beaucoup plus com-
pliqués.

4.1 Le processus de Bienaymé-Galton-Watson
«densité-dépendant»

LexempledelaPCR Afin d’introduire les processus de Bienaymé-Galton-Watson
densité-dépendants, nous allons considérer un modele particulier d’amplifica-
tion en chaine par polymérase (PCR en abrégé[l). La PCR est une méthode de
biologie moléculaire d’amplification génique in vitro, qui permet de dupliquer
en grand nombre (avec un facteur de multiplication de I’ordre du milliard), une
séquence d’ADN ou d’ARN connue, a partir d'une tres faible quantité (de I'ordre
de quelques picogrammes) d’acide nucléique. Cette méthode a de nombreuses

1. d’apres le terme anglais Polymerase Chain Reaction

47
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applications. L'idée de base est de produire deux séquences d’ADN a partir de
chaque séquence d’origine. Dans ce processus la polymérase (enzyme) joue un
role clé. Trés schématiquement, cela se passe comme sur la figure suivante :

., .

§ primer 6

g 0

% prime 6

Sibd. enzym
1. denaturation 2. annealing 3. extension

FIGURE 4.1: Principe de I'amplification en chaine par polymérase. Figure ex-
traite de [HJV07].

Ce processus n’est pas parfait : parfois il n’aboutit pas pour de multiples raisons
qu’on ne controle pas et qu'on modélise avec de I'aléa. On peut représenter le
temps par une variable discrete : entre deux pas de temps, il y a une tentative
de réplication de chaque molécule d’ADN.

Le modele le plus simple qu’on puisse imaginer est celui ou on utilise un pro-
cessus de Bienaymé-Galton-Watson avec une loi de reproduction qui permet
soit 1 soit 2 descendants : P({ =2) = p et P({ = 1) = 1 - p. En particulier m =
[E[¢{] =1+ p. Le parametre p s’appelle I'efficacité de la PCR.

#yExercice 4.1.1. Calculer P(X;+1 = jIX; = 1) ot (X;) est un processus de Bienaymé-
Galton-Watson de loi de reproduction qu’'on vient de décrire.

Un meilleur modele tient compte de 'équation de Michaelis-Menten qui
décrit correctement la cinétique de nombreuses réactions chimiques cataly-
sées par une enzyme. On est conduit au modeéle ou la «reproduction»(=duplication)
est donnée par une variable aléatoire ¢(x) de loi

K X

IP = 2 = — t IP = 1 ="

C)=2)=—— et PE)=1=——

Si x est petit devant K, P({(x) = 2) = 1, si x est trés grand devant K, P((x) =

2)=0.
Le nombre moyen de «descendants> d'une molécule dépend donc de x :
K

=1+

x+K x+K

m(x):E[f(x)]:IX(l—xK > 1.

)+2x
+K

Nous avons donc un processus de Bienaymé-Galton-Watson densité-dépendant
qu’'on a envie de qualifier de sur-critique puisque m(x) > 1 pour tout x.
On vérifie que

Kx
EX:| X;-1=x]=x+ =xm(x)-
x+K
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Quand x est petit, on a K[ X;| X;-; = x] = 2x. Autrement dit, si on démarre avec
une molécule et qu'on ne considére qu'un petit nombre de générations, on re-
trouve une croissance moyenne exponentielle.

Quand x devient tres grand, on a E[X;|X;_; = x] = x + K. Si on suppose que X;
tend vers 'co cela signifie que 5[ X;| X;—1] = X, + K. En itérant cette formule
on obtient la taille moyenne de la population a la génération ¢ :

KX
K+ X,
-1 [ KXT

=ElX]+ Y E
0 ,;0 K+X;

E[X:] = ElX;] +E

~E[Xo]l+ Kt quand t — oo.

Autrement dit, si la population explose, elle le fait linéairement. On peut aussi
montrer que
Var(X;) ~Kt quand t — oo.

Enfin, mentionnons qu’'on peut démontrer que X;/t — K avec probabilité un.

Utiliser la formule de Michaelis-Menten est une approximation grossiere et
d’essence macroscopique. D’autres modélisations ont été proposées. Ce qui est
remarquable est que, malgré sa simplicité, ce modele rend compte qualitative-
ment de ce qu’'on observe expérimentalement : a savoir (aprés quelques étapes
balbutiantes) une phase quasi-exponentielle du nombre de réplications suivie
d'une phase durant laquelle ce nombre devient linéaire en fonction du nombre
de générations.

Quelques généralités Un processus de Bienaymé-Galton-Watson densité-dé-

pendant est défini par
X

X1 = Z €§+1(Xt)
i=1

ol la notation ¢ l?“ (X;) indique que la loi de reproduction dépend de la taille
de la population a la génération ¢. Dans la méme veine, on note ¢(x) la variable
aléatoire qui décrit le nombre de descendants pour une population de taille
donnée x. On note {py(x); k=0,1,...} laloi correspondante :

pr(x) =P =k), k=0,1,... (x=1).

La question de base est de savoir si la population «explose» ou bien s’éteint. On
a le résultat suivant :

= THEOREME 4.1.
Supposons que pour tout x on ait p1(x) <1 et po(x) > 0. Alors

IP(X[—’OOOUXt—’O):IP(X[—’OO)+IP(Xt—’0):1
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Lhypothese du théoréme est simple a comprendre : il existe x tel que p;(x) =1
alors, une fois que la population atteint cette taille, chaque individu a exacte-
ment un descendant et la population devient donc de taille constante égale a
X.

Lautre question de base est la probabilité d’extinction qui n’est pas simple en
général sauf dans certains cas particuliers. Par exemple, si

m(x) =) kpp(x)<1 Vx
k=1

la population est sous-critique ou critique et elle s’éteint. Si elle est sur-critique,
la probabilité d’extinction est inférieure a 1.
Voyons ce qui se passe dans le cas sous-critique ou critique. On a

E[X¢] = E[E[X X111 = Elm(X-1) X¢-1] < BIX1].

Par le théoreme précédent on sait que X; tend vers une limite X, qui est soit
0 soit co. Il y a un lemme général, appelé lemme de Fatou, qui implique que
E[Xs] < E[Xp]. Cette inégalité impose que P(X = oo) = 0 car [£[Xj] est fini
(égal par ex. a 1 si Xy = 1). Donc I'extinction a lieu avec probabilité un, P (X, =
0)=1.

On peut trouver un théoréme général sur la probabilité d’extinction dans [HJV07,
p. 135].

Grande population et approximation déterministe Si onreviental’ exemple
de la PCR, le nombre moyen de descendants par individu m(x) est 1 + ¢ K Le
parametre K a la meme dimension que x donc x/K est un densité de popula-
tion. La densité x = X,/ K de la population évolue selon la récurrence

xt+1 = Z EHl(x

On peut ajouter et retrancher m(x ) a chaque terme de la somme pour obtenir

Kxf KxX

1 1 &
X = 2 M)+ 2 3 (T ) - mi))

i:l l=1
_ K K K
=x, m(x;)+n;

avec

Kxf
k- — Z(ft“(xt - m(xN)).
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On a donc décomposé I'évolution de xf en une partie déterministe, donnée
par la récurrence y;+1 = y;m(y;), et un partie aléatoire, donnée par la variable
aléatoire nX. Lidée est que ce terme doit étre négligeable lorsque K devient trés
grand, par une application de la loi des grands nombres.

Soit maintenant (x;) la suite définie par la récurrence

Xee1= f(x1), x0=Xo/K

ol f(x) = xm(x).
On s’attend a ce que, lorsque K est trés grand, la suite déterministe (x;) soit tres
proche du processus (x{< ). Cette phrase vague a le sens précis suivant :

t= THEOREME 4.2.
On suppose que &(x) a une variance o(x) bornée (c.-a-d. AC > 0 t.q. 0%(x) <
C). Pour chaque t fixé, xX — x; quand K — oo, la convergence ayant lieu en

probabilité.

Lidée de la démonstration est d’utiliser I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :
K2 V2| K1 = L a2 Ky < ©
E[(n:) ] =E[E[(n;)|x7]] = I E[o(x)] < z 0 quand K — co.

On peut raffiner ce résultat en démontrant (sous certaines hypotheses raison-
nables) que pour chaque 7 fixé, (xX — x,)/v/K converge en loi, quand K — oo,
vers une loi normale de moyenne nulle et de variance D7 définie par récur-

2
rence : Do =0, D%, | = x,0%(x;) + (f'(x1)D;)".
Terminons en mentionnant un exemple courant de fonction f(x) = xm(x)

qu’on appelle le modele de Ricker :

==

m(x)=e K.

Un autre modele encore plus célebre est le modele logistique de May :
x
m(x) = r(l—E)-

Ce modele présente 'inconvénient que m(x) <0 si x > K auquel on peut remé-
. X — X
dier en prenant (1 - f)+ =max((1-%),0).
Nous voyons donc émerger toute une classe de modeéles déterministes a temps
discret qui apparaissent comme la limite déterministe de processus de Bienaymé-

Galton-Watson densité-dépendants.
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4.2 Le modele logistique déterministe
a temps continu

Au chapitre 3} nous avons étudié un modele élémentaire de naissance et mort
en temps continu. Nous avons en particulier montré que la taille moyenne de la
population x(f) = E[N(#)] au temps t est Npe”"#? oi1 r = v — p. Cette fonction
est la solution de I’équation différentielle élémentaire

x=rx, x(0)=Np.

Lorsque le taux de naissance par individu v est supérieur au taux de mort par
individu g, c.-a-d. r > 0, on a une croissance moyenne de la population expo-
nentielle qui n'est tenable que pour des temps tres petits. En effet, on est forcé
de prendre en compte la limitation des ressources et donc de faire dépendre le
taux de croissance de la population moyenne par individu, x/x, de maniere a
ce qu’il décroisse et tende vers 0 quand x approche une valeur critique carac-
térisant la «capacité de charge» du milieu.

Nous allons décrire le modele déterministe le plus simple qui réalise ces
contraintes : le modele logistique. Nous verrons plus tard comment le relier a
une version stochastique dont il est une approximation dans la limite ou Ny —
Q.

Le modele On va décrire une population par sa densité x(¢) en supposant que
le taux de naissance v(x) est de la forme v — v, x et que le taux de mort u(x) est
dela forme po+p; x. Autrement dit, le taux de naissance diminue avec la densité
de la population tandis que le taux de mort augmente. On a donc

; 5 X
X=v(@X)x—-px)x=Wvo—po)x—(vi—1)x" = rx(l - E)

avec
Vo — Ho

Vit

rl3)

Ce modele est trés simple et aisément criticable. Par exemple, si la densité de
population initiale x(0) > vo/vy, v(x(0)) < 0, ce qui est absurde. Il faut consi-
dérer v(x) et u(x) comme des approximations affines de taux de naissance et
de mort plus compliqués (v(x) = vy — vx +termes d’ordre supérieur, idem pour
1(x)). Dans cette optique, le modele logistique n’a de sens que si x n'est pas
trop grand, sinon on ne peut plus négliger les termes d’ordre supérieur.

r=vo—po et K=

On adonc
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Il représente bien la croissance de micro-organismes unicellulaires (bactéries,
phytoplancton) vivant dans un liquide. On peut interpréter I’équation logis-
tique d'une autre maniere en I’écrivant sous la forme
x=rx—cx? r,c>0.

Le terme cx? peut s'interpréter comme un taux de mortalité proportionnel au
nombre de rencontres par paires : on considere qu'une proportion des indivi-
dus de la population s’affrontent deux par deux pour obtenir de la nourriture
ou bien occuper un habitat et que I'un des deux meurt. On parle de compéti-
tion intraspécifique. On peut également interpréter ce terme comme du canni-
balisme.Pl

Heuristique On constate que
x>0 si 0<x<K et x<0 si x>K.

On s’attend donc a ce que toute densité de population initiale xj € ]0, K[ croisse
en tendant vers K et que toute population initiale plus grande que K décroisse
en tendant vers K. La constante K s’interpréete donc comme la capacité limite
du milieu : tant qu’elle n’est pas atteinte, la population peut augmenter, mais
si la population excéde cette capacité, elle est forcée de diminuer pour tendre
vers K.

Par ailleurs, si x < K alors on a envie de remplacer I’équation logistique par

X=TrX.

Avec xp < K la population croit donc exponentiellement pour des temps tres
petits. La constante r s’interpréte donc bien comme un taux de croissance in-
trinseque au sens ou elle décrit ce que serait la croissance de la population si
les ressources n’étaient pas limitées.

Pour étudier ce qui se passe autour de K, on introduit une nouvelle variable
y := x — K qui satisfait I'’équation

K+y
ik

y=-ry
Si y <« 1, on a envie de la remplacer par

y==ry.

2. On a par ex. observé un comportement de cannibalisme chez certaines larves de cocci-
nelle Harmonia axyridis manquant de nourriture ou présentes en densité inhabituelle.
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Autrement dit, une «petite perturbation» autour de K est amortie exponentiel-
lement vite au cours du temps : si x(0) = K, x(¢) tend trés vite vers K.

Les valeurs 0 et K sont appelés des équilibres car en ces points la population
cesse de varier : X = 0. L'équilibre 0 est qualifié de localement instable (ou ré-
pulsif), I'équilibre K de localement stable (attractif).

1= REMARQUES 4.3. Nous pouvons deviner comment analyser qualitativement tous
les systemes de la forme % = f(x) ot f est une fonction réguliere (au moins dé-
rivable). Si f(x) > 0 alors la solution x(t) est croissante tandis qu’elles est dé-
croissante si f(x) < 0. S'il existe un point X tel que f(x) = 0, c’est un équilibre.
Graphiquement on voit que si f'(X) < 0 alors X est localement stable. Si f'(x) >0,
il est localement instable. Nous invitons le lecteur a démontrer rigoureusement
ces faits.

Rassurons les lecteurs anxieux : si [ est dérivable, I'équation x = f(x) possede
une unique solution x(t) étant donnée une valeur xy au temps t = 0.

#1 Exercick 4.2.1. Etudier et interpréter le modeéle

ot 0 < Ky < K. (Il a été proposé pour modéliser Ueffet Allee en écologie).

Solutions exactes du modele On peut résoudre I'équation logistique de ma-
niere explicite en utilisant la méthode de séparation des variables. On réécrit

I’équation sous la forme
dx

x0-x/K)
Puis on integre selon la variable ¢ les deux membres en décomposant 1/(x(1 -
x/K) en éléments simples :

frdt = J—x(l —lx/K) dx = f (% + Kl—x)dx'

x(1) x(1) 1
n|l—— =
K—x(1) K—x(t)| e‘ce’t
ol c est la constante d’intégration. On trouve aisément que

rdt.

Donc

=rt+c, c.-a-d.

x(1)

= our tout xg € R \{K} .
1+(K/xg—1)e"t P 0= T
On sait directement d’apres I’équation que si xo = 0 alors x(t) = 0, et que si
Xxp = K alors x(f) = K (équilibres). Il est facile de vérifier que pour tout xy > 0,
t—+oo
x(1)

K, la capacité limite.
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G G - -

o G G < E

-
o

FIGURE 4.2: Quelques solutions ¢ — x(t) deI'équation % = x (1 - %).

Digression : adimensionnement du modéle Si x représente un nombre d’in-
dividus ou une densité d’'individu, alors K doit étre également un nombre d’in-
dividus pour des raisons d’homogénéité. Quant a r, il est de la dimension de
I'inverse d'un temps. Il est naturel de changer d'unités : on choisit K comme
unité pour mesurer la taille de la population et r~! comme unité de temps. Au-
trement dit, on peut changer de variables et poser

yi=x/K et s:=rt.

En particulier, s et y sont sans dimension. La nouvelle équation différentielle
s’écrit dy
LY (1-y)

et y(0) = xo/K. Nous constatons d’abord que r a été éliminé. Nous constatons
ensuite que la capacité limite K n’affecte que la donnée initiale. Il s’ensuit que si
nous considérons plusieurs équations logistiques avec des valeurs différentes
pour r et K mais telles que la fraction xy/K est la méme, alors les solutions de
ces équations seront les mémes.

Lexemple de I'équation logistique permet d’illustrer que la mise sous forme
adimensionnelle d'un modele n’est pas unique. En effet, on pourrait tout aussi
légitimement faire le changement de variables

yi=xlxg et s:=rft,

=20

avec population initiale y(0) = 1. Dans cette version, la donnée initiale est in-
dépendante de la population initiale et des parametres r et K mais la nouvelle
capacité limite est K/ xy.

ce qui donnerait I'équation
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4.3 Une version stochastique du modele logisitique

Au lieu de raisonner sur les populations moyennes ou les densités de popula-
tions, on peut mettre en place un modele aléatoire de naissance et mort du type
de celui étudié au chapitre [3| mais tenant compte de la compétition pour les
ressources. Pour simplifier, nous allons seulement considérer le taux de nais-
sance comme dépendant de la taille de la population et laisser le taux de mort
constant.

Modele On note N(t) lataille de la population au temps ¢. D’'une part on sup-

pose que

V(N(t))zv(l—y), KelN*

P(N(t+Af=N(@)+1) = v(l - %) N(At+o(AD).

D’autre part on suppose que p(N(t)) =y, c.-a-d.
P(N(t+At)=N(t) - 1) = uN(H)At + o(AD).

On suppose que N(0) € ]0,K|[. La taille de la population ne peut pas excéder K
puisque pour N(f) = K on a v(N(¢)) =0. On peut démontrer que cela implique
gqu’avec probabilité un la population finira to6t ou tard par s’éteindre.

Voici la démonstration. On a 0 < N(#) < K. Introduisons deux événements :
pourl < k<K

Aj. = {aucune naissance due a k individus dans l'intervalle [¢, ¢ + Af]}

et
Bj. = {k individus meurent dans 'intervalle [z,  + At]}.

A cause de I'indépendance entre les individus on a
P(AQ) = P(AD* et P(Bp =PB)*
Donc

P(N(t+ At =0|N(1) = k) = P(A;n By)
=P(AD*PBD*
= (1=vAL+o(AD) (u+oAn)F.
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Sionpose e(At) = (1-vAt+o(AL))(u+o0(Af)), on peut trouver At suffisamment
petit de telle sorte que 0 < e(At) < 1 et

P(N(t+At=0|N(t) =k) = e(At)k >e(ADK =e.
Soit
pe:=P(N(At) =0).
Alors

pe=P(N(AL) =0|N((¢-1)At) > 0)P(N((¢-1)At) > 0)
+P(N(¢At) =0|N((¢ - 1A =0)P(N((¢-1)At) =0)
=€(l=per-1) + pe—1
=e+(l—-€)pe-_1.

Pour ¢ = 1, introduisons la récurrence
p,=€+(1-ep,_,
avec p, := po = 0. Puisque

pe—p;=1-€)(pe-1-p;_)

on déduit que
pe=py.

Montrons maintenant que p, tend vers 1 quand ¢ tend vers I'infini. Pour cela,
observons que la fonction f(x) = € + (1 —€)x envoie 'intervalle [0,1] dans lui-
méme (f([0,1]) < [0,1]) et f(x) <1 (f estune contraction). Puisque p; = f(p,-1),
la suite (p,) tend vers un point fixe de f dans [0, 1]. Or x = 1 est 'unique point
fixe de f, donc p, — 1 et puisque p, < py <1, on a également py — 1.

Limite de grande population Faire tendre K vers I'infini revient a rendre né-
gligeable I'effet non linéaire introduit par la capacité de charge K. Nous allons
voir que pour obtenir une équation différentielle dans cette limite, il faut non
seulement introduire la variable XX (¢) = N(#)/K mais aussi changer d’échelle
de temps. Commencons par écrire les équations satisfaites par X (1) :

P (XK(H At) = XX (0 + %) =v(1-X5) x* (KAt +o(AD)

P (XK(t+At) =xX - %) = uXX (KAt +o(AD).
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Posons maintenant ¢ = 7/K. On peut démontrer que, quand K — oo, XX(1) —
x(7) pour chaque 7 fixé ol x(7) satisfait I’équation

%—— x+v(l—-x)x
dr H

qui est I’équation logistique avec r =v—-p et K = % La convergence est en
probabilité. On peut trouver la démonstration dans [Kur80].

4.4 Lemodelelogistique déterministe
a temps discret

Lobjet de cette section est simplement de montrer que 1’'équation logistique a
temps discret a un comportement extrémement compliqué alors que son cou-
sin en temps continu étudié plus haut a un comportement tres simple.

4.4.1 Préliminaires

Nous devons définir quelques notions de base pour décrire le modele logistique
qui est un exemple de systeme dynamique a temps discret de la forme

Xn+1 = f(xn)

ol f: R — R est une fonction réguliére (au moins différentiable). On note f”
(plutot que f°™) la fonction f composée n fois avec elle-méme. Etant donné
X0 € R, la «trajectoire» de xj est la suite

X0, X1 = f(X0), X2 = f2(X0), ..., Xn = [ (X0), ...

Iy adeux sortes de points particuliers : les points fixes et les points périodiques.
Un point x est un point fixe si f(xp) = x¢. La trajectoire d'un tel point est la suite
constante xg, Xg, Xg, . . .-

Un point xj est périodique de période n si f"(xp) = xp pour un entier n > Oﬁ La
trajectoire d’'un tel point est de la forme

X0y X154y Xn—-1,X0, X154y Xpn—-1,X0 .- .-

On parle de «n-cycle» ou de «cycle d’ordre n».

3. on sous-entend que 7 est la période minimale, c.-a-d. le plus petit entier n > 0 ayant la
propriété que f"(xg) = xo
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2 Exempik 4.4.1. La fonction f(x) = x> a pour points fixes les points 0,+1. La
fonction g(x) = —x> a 0 comme point fixe et x = +1 comme points périodiques
de période?2. La fonction h(x) = (2—-x)(3x+1)/2 a0 comme point périodique de
période 3.

Il'y aune maniére trés pratique de visualiser un systeme dynamique a temps
discret en dessinant le graphe de la fonction f et la diagonale y = x. On repré-
sente la trajectoire d'un point xy comme suit : on part du point (xy, xo) situé sur
la diagonale et on trace une ligne horizontale jusqu’au graphe de f, qu’'on at-
teint donc au point (xp, f(xp)) = (xp, X1). On trace ensuite une ligne horizontale
depuis ce point jusqu’a la diagonale, ce qui conduit au point (xj, x;). Et ainsi de
suite. La figure suivante montre deux exemples de systémes dynamiques, I'un
conduisant xj a un point fixe zy, ’autre a une trajectoire périodique de période
3.

y=g(x)

y="1(x)

X0 X1 Xz £ X0 X1 X2

FIGURE 4.3: Exemples d’itérations graphiques.

Comme pour les équilibres des équations différentielles, il y a différents
types de points fixes. Supposons que xj soit un point fixe pour f. On dit que
Xp est un point fixe attractif pour f s’il existe un voisinage U de x, dans R tel
que si yp € U, alors f"(yy) € U pour tout n et, qu’en plus, f"*(y9) — xo quand
n — +oo. On définit de maniére évidente un point fixe répulsif : on demande
que toute trajectoire (sauf celle de xy) quitte U. Les points fixes qui ne sont ni
attractifs ni répulsifs sont dit neutres ou indifférents.

Pour les équations différentielles de la forme x = f(x), nous avons vu plus
haut que la stabilité locale d'un équilibre est déterminée par le signe f’ en ce
point. Pour des systemes a temps discret, cela donne :

1= ProposiTION 4.1. Supposons que f ait un point fixe xy. Alors
1. xq est attractif si |f’(x0)| <1;

2. xo est répulsif'si | f'(xo)| > 1;
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3. la dérivée ne donne aucune information si ' (xp) = +1.

#1 Exercice 4.4.1. Démontrer la proposition précédente.

#» Exercice 4.4.2. Etudier les points fixes des fonctions f(x) = x+x°, g(x) = x— x>

et h(x) = x + x2.

Puisqu’'un point périodique x( de période n pour f est un point fixe pour
f", une classification s’en suit immédiatement selon que |( f ”)'(x0)| <1 ou
|(f™) (x0)| > 1. (On peut vérifier que (f")'(xo) = (f"*)'(x;) pour tout autre point
x; de la trajectoire périodique, donc la définition fait sens.)

% ExempiE 4.4.2. La fonction f(x) = x> — 1 a un 2-cycle donné par 0 et —1. On
vérifie que (f 2)'(0) =0=(f 2)'(— 1), donc ce cycle est attractif. La ﬁgure montre
le graphe d'itérations de f avec le graphe de f? en plus. Les points 0 et —1 sont

des points fixes attractifs pour f2.
/ o

/ y=xf(x)

=

7 \/ y=xf2(x)

FIGURE 4.4: Graphes de f(x) = x2—1et f2 montrant que 0 et —1 sont sur un
2-cycle attractif pour f.

4.4.2 Lemodele

Le modele logistique discret a été introduit en dynamique des populations par
Robert May|7_r]:

(4.1) Xn+1 = axn(l—%)-

Il impose une densité maximale, K, a la population : si la densité atteint ou
dépasse K, la population s’éteint a la génération suivante (x, = K implique que

4. MAy, R., Simple mathematical models with very complicated dynamics, Nature 261
(1976), 459-457.
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Xn+1 < 0!). En changeant d’échelle pour considérer la fraction de la population
maximale K, on est conduit au modeéle suivant :

(4.2) Xn+1=TXp(1—Xp)
our>0et0<x,<1.Lafamille a un parametre de fonctions
frx)=rx(1-x)

est appelée I'application logistique.

FIGURE 4.5: QR code pour aller expérimenter les itérations de I’application lo-
gistique.

L'équation de récurrence (4.2), malgré son apparente simplicité, donne lieu
a une dynamique extraordinairement complexe pour certaines valeurs du pa-
rametre r. Nous allons en donner un apercu.

On serestreintaucas 0 < r <4 et0 < xy < 1. On vérifie alors que la suite (x;)
demeure dans 'intervalle [0, 1].
Il'y a deux points fixes : 0 et r;rl Lorsque 0 < r < 1, (x,) tend vers 0 (point fixe
attractif). Lorsque 1 < r < 3, le point 0 devient répulsif tandis que le point r;rl
devient attractif. On vérifie que la suite (x,) tend vers ’—;1 pour toute valeur ini-
tiale 0 < xp < 1. Lorsque 3 < r <4, les deux points 0 et ’%1 deviennent répulsifs.
Mais un 2-cycle apparait, qu’'on trouve en cherchant les points fixes de I'équa-

tion x = fz(x) qui sont

r+li\/(r+1)(r—3).

2r

X+ =

Si xp = x4, alors x2,, = x4 et x2,4+1 = X—. On vérifie ensuite que ce 2-cycle est
attractif si 3 < r < 1+ v/6 et répulsif si 1+ /6 < r < 4. On peut ensuite démontrer
qu’il existe une suite croissante (r,), avec r, > 3 etlimr, = r, = 3.828 telle que
la suite logistique correspondante admette des cycles d’ordre 2”. A chaque r,
est associé un petit intervalle pour lequel le cycle d’ordre 2" est attractif. Il est
également possible de démontrer que

lim 21— 4 6692....

N=+00 rp41 —TIp
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Ce nombre est en fait une constante universelle, appelée constante de Feigen-
baum. Lorsque r > r, les cycles d’ordre 2" deviennent répulsifs et des cycles
d’ordre k,2k,4k,..., avec k impair, apparaissent.

1.0
08 -
I \\\

0.4 - N 4
oy ‘

0.2

0.0 I I I I I I I I I I

FIGURE 4.6: Diagramme de bifurcation pour le modeéle logistique.

La figure |4.6|illustre la suite de bifurcations de doublement de période qui
ont lieu. Pour tracer un tel diagramme, on choisit N valeurs ry,7o,...,ry de r
(parex. N =800 et r; = 0.005) et on calcule, par ex., la trajectoire du point xo =
0.5 pour I'application f;;. Ensuite, pour chaque valeur de rj, on trace le point
(rj, f,’; (0.5)) pour, disons, 50 < k < 250. En éliminant les 50 premieéres itérations,
on obtient pratiquement le comportement asymptotique de la trajectoire.

Pour certaines valeurs du parametre r, on peut montrer que le systéme
devient «chaotique». Visuellement, cela se traduit par le fait que la trajectoire
d’'une condition initiale typique va étre erratique et pratiquement indiscernable
d’une suite de nombres aléatoires. Il y a en fait une définition mathématique du
chaos dans ce contexte, mais nous ne rentrerons pas dans les détails. Du point
de vue de la modélisation, 'exemple de I'application logistique donne un mo-
dele tres simple oli, pour certaines valeurs du parametre, |'effectif de 1a popula-
tion fluctue fortement d'une année sur I'autre, sans qu’il y ait de perturbations
aléatoires extérieures.

Constantino et al.E] affirment avoir mis au point un protocole expérimental
permettant d’affirmer qu'un population est régie par du chaos déterministe en
étudiant la vie d'une coléoptere (Tribolium castaneum). C’est un systeme de
trois équations de récurrence couplées.

5. CONSTANTINO, R., DESHARNAIS, R., CUSHING, J. et DENNIS, B., Chaotic dynamics in an
insect population, Science 275 (1997), 389-391.
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Le modele de Ricker Nous avons évoqué plus haut le modele de Ricker qui

peut s’écrire sous la forme

Xn+1 = bxpe”

ol b, ¢ sont des parametres positifs. Il présente le méme type de complexité que
le modele logistique. Il faut voir c comme l'inverse de la capacité de charge K,
c.-a-d. ¢ = K~!. Le terme d’amortissement e **'K pénalise beaucoup plus les
grandes valeurs de x, que celui du modéle logistique (1 — x,/K) et il est positif
pour tout x, positif.

700
600
500
400
300
200
100

FIGURE 4.7: Deux trajectoires du modele de Ricker avec b =17, ¢ =0.01. Lune a
pour condition initiale xy = 75, 'autres xy = 75.1. Cela illustre la sensibilité aux
conditions initiales qui est la signature du chaos déterministe.
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FIGURE 4.8: Diagramme de bifurcation du modele de Ricker (¢ = 0.01)

4.5 Notes

Mentionnons a nouveau le livre [HJV07] au sujet des processus de Bienaymé-
Galton-Watson et de leurs extensions esquissées ici.

Le modele logisitique discret est détaillé par exemple dans [Dev86]. Une autre
référence sur les systemes définis par une récurrence est [Ela05].
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Chapitre 5

Interactions

UsQu’a présent, nous n'avons considéré que la dynamique d'une seule po-
J pulation. Dans un éco-systéme, par ex. , plusieurs populations doivent co-
exister en interagissant de différentes manieres :

. certaines peuvent étre en compétition avec d’autres car elles ont des res-
sources communes;
. une population peut étre la proie d’'une autre population qui elle-méme
peut étre celle d'une troisieme (chaines alimentaires) ;
. il se peut que certaines populations cooperent;;
. etc
Dans ce chapitre, nous étudions plusieurs modeles de base d’interaction uti-
lisés en écologie. Nous le faisons avec une approche graphique et avec des
simulations numériques. Nous observerons un certain nombre de phénomenes
que nous pourrons comprendre mathématiquement grace a la Partie

5.1 Proies & prédateurs

Cette section va non seulement nous servir a introduire les modeles de base dé-
crivant les interactions proies-prédateurs mais aussi un certain nombre d’idées
générales sur les modeles définis par des systemes différentiels.

5.1.1 Modele de Lotka-Volterra

Lhistoire V. Volterra avait été consulté par le biologiste U. D’Ancona qui avait
été frappé par le fait suivant. En étudiant les résultats des péches des ports
de Venise, Trieste et Fiume, d’Ancona avait estimé la proportion de requins
et autres prédateurs impropres a la consommation, que ’on péchait parmi les
poissons consommables, par rapport a la population totale des poissons de la

65
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mer Adriatique. Il avait constaté que I'arrét quasi-total de la péche dans |’Adria-
tique pendant la Premiere Guerre mondiale ait eu pour conséquence, non pas
une augmentation équivalente des deux populations (les poissons-proies et
les poissons-prédateurs), mais une augmentation du pourcentage de poissons-
prédateurs dans la population totale, la tendance s’inversant avec la reprise de
la péche (apres la fin de la guerre).

Le modele Volterra a mis au point le modeéle le plus simple possible pour voir
s’il était capable de décrire mathématiquement ce phénomene, au moins d'un
point de vue qualitatif.

Il commence par diviser les diverses populations de poissons en deux catégo-
ries : les poissons qui se nourrissent d’autres poissons (prédateurs) et les pois-
sons qui sont mangés par ceux-ci (les proies).

Il suppose qu’il y a une trés grande population de proies et une tres grande po-
pulation de prédateurs et décide de décrire 1'évolution de la densité x(z) des
proies et de la densité y(f) des prédateurs par le systeme différentiel suivant :

y=y(=c+dx)

ou a, b, ¢, d sont des constantes strictement positives.

Lotka a proposé a peu pres en méme temps et indépendamment le méme mo-
dele, c’est pourquoi on parle du modele de Lotka-Volterra.

On peut réécrire ce modele sous la forme

Le rapport x/x s’'interpréte comme le taux de variation (instantané) par indi-
vidu dans la population des proies, y/y comme celui dans la population des
prédateurs. Dans les deux cas, on a un taux qui est une fonction affine.

Analyse sommaire des hypotheses

1. En I'absence des prédateurs, la densité des proies obéirait a I’équation
X = ax, c.-a-d. a une croissance malthusienne : on aurait une proliféra-
tion exponentielle des proies. La principale hypothése est donc de consi-
dérer qu’il n'y a pas de limitation des ressources.

2. Enl’absence des proies, les prédateurs disparaitraient a une vitesse pro-
portionnelle a leur nombre selon I’équation y = —cy.
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3. Notons m(t) le nombre de proies qui meurent par unité de temps a
cause de la prédation. Le modele suppose que ce nombre est propor-
tionnel a la fréquence des rencontres entre proies et prédateurs. Cette
fréquence est elle-méme supposée proportionnelle au produit des den-
sités de deux populations, c.-a-d. x(#)y(¢). La croissance exponentielle
de la densité des proies ax(#) est donc freinée par le terme —bx(£) y(1).

4. Quand ils disposent de proies, les prédateurs se reproduisent propor-
tionnellement a la quantité de nourriture effectivement mobilisée, donc
au nombre de proies tuées, c.-a-d. proportionnellement a x(#)y(?), ce
qui donne le terme de reproduction dx(t) y(t) dans la seconde équation.
Il est naturel de supposer que b > d car un prédateur ne «convertit» pas
une proie en prédateur avec 100% d’efficacité.

Ce modele a des défauts propres a toute modélisation avec des équations dif-
férentielles. Nous les commenterons plus tard.

Analyse basique du modele Le but est de résoudre les équations (5.1), c.-a-d.
de trouver des fonctions x(#) et y() telles que

PO = _ex(8) + dx(D)y (@)

{gggl::ax(n-—bx(ny(n

pour tout temps f, en supposant qu'a un temps fy on connait x(#) et y(f).
Nous verrons en fait qu'on peut prendre f, = 0 sans perte de généralité.

Il s’avere qu’il n’est pas possible de résoudre ces équations, c.-a-d. d’écrire x(f)
et y(t) comme des fonctions explicites de t. Mais peu importe : nous allons
montrer comment comprendre I'essentiel de ce modele sans avoir a résoudre
les équations! 1l s’agit d'introduire ce qu’on appelle I'analyse qualitative des sys-
temes différentiels. Cette analyse repose sur un théoreme fondamental et ses
conséquences, a savoir le théoréeme d’existence et d'unicité des équations dif-
férentielles.

Intermeéde sur les équations différentielles Le pilier de I’étude des équations
différentielles est le théoréme suivant : si on a le systeme

52 i)
y=8x,y)

avec f,g deux fonctions de R? dans R? suffisamment régulieres, et si on se
donne un point (xy, yp) et un temps ty, alors il existe une unique solution (x(¢), y (1))
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qui passe par (xp, yo) au temps fy, c.-a-d. (x(fp), y(fp)) = (xo,yo).E] Lorsque le
temps ¢ varie, le point (x(#), y(#)) va parcourir une courbe qu’'on appelle orbite
ou trajectoire.

11y a deux propriétés fondamentales pour un tel systeme :

1. Le fait que les fonctions f et g ne dépendent pas du temps a une consé-
quence immeédiate : si (x(#), y(#)) est une solution étant donné (x(0), y(0))
et si fp est un temps arbitraire, alors (X(f) = x(t + o), y(t) = y(t + tp))
est également une solution. Mais ces deux solutions ont la méme tra-
jectoire. La premiere est en (x(0), y(0)) au temps t = 0, la seconde est
en (x(f), y(%)), c.-a-d. un autre point de la courbe. Lune est donc la
translatée dans le temps de I'autre. On peut donc toujours se ramener
au temps £ =0.

2. Par tout point (xo, yo) il ne passe qu'une seule trajectoire. Intuitivement,
s'il passait deux trajectoires par (xop, yo), cela contredirait 'unicité des
solutions.?l

#» Exercice 5.1.1. Démontrer les assertions précédentes.

Intermede sur les équations différentielles (bis) Nous venons de voir les sys-
temes différentiels sous ’angle de I’Analyse ; regardons-les maintenant sous un
angle géométrique. On interprete le second membre de comme un champ
de vecteurs: a chaque point du plan (xy, yo) on associe le vecteur

(f(xo,J/o))_
8(xo, yo)

Dans le modele de Lotka-Volterra, il s’agit de

( axo—bxoyo )
—cYyo+dXxoYyo

Chercher une solution (x(t), y(¢)) de équivaut a chercher une courbe dont
la tangente est le vecteur
(f(x(t),y(t))) '
g(x(1),y(1)
Si on se donne un point (xy, Jp), la solution qui passe par ce point au temps
t = 0 va donc parcourir une trajectoire tangente au champ de vecteurs. Puis-
qu’il n'y a qu'une seule trajectoire qui passe par ce point, on peut partitionner

1. Nous formulerons précisément ce théoreme dans la Partie La régularité suffisante est
que les dérivées partielles 0 f/0x, 0f /0y, 0g/0x et 0g/dy existent et soient des fonctions conti-
nues. Ce que nous passons sous silence est la condition sous laquelle les solutions sont définies
pour tout temps ¢. Cette condition est remplie dans le cas de tous les modeles de ce chapitre.

2. Cette propriété est la manifestation de ce qu’on appelle le déterminisme.
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le plan selon I'ensemble des trajectoires. La représentation (schématique) de
I’ensemble des trajectoires s’appelle le «portrait d’état».

On peut donner une image physique de ce qui précede en interprétant le champs
de vecteurs comme un systéme de courants d’air établi dans le plan, qui ne
change pas au cours du temps. On lache une plume au temps ¢ =0; elleE] va
suivre une trajectoire déterminée par les courants d’air. Si on lache une autre
plume au méme endroit mais une seconde plus tard, elle va suivre la méme
trajectoire que la plume précédente.

Retour a I'analyse du modéle de Lotka-Volterra Ily a trois solutions particu-
lieres qui sont explicites :

@® x(=y(®)=0;

(i) x(0) =0, y(r) = yoe_” (quel que soit yp > 0) ;

(iii) y(6) =0, x(1) = xpe?! (quel que soit x5 > 0);
A ces solutions correspondent respectivement trois trajectoires : 1'origine (0,0),
I’axe des ordonnées positives et I’axe des abscisses positives. Ces trois trajec-
toires forment le bord du quadrant positif ]Ri ={(x,y) € R%2:x=0, y = 0}. Seules
des densités de populations positives ou nulles ont un sens biologique. On ai-
merait donc que le modéle ait la propriété de base suivante : si on part de den-
sité de populations positives, on veut que les densités restent positives pour
tout temps ¢! Comme deux trajectoires ne peuvent pas s'intersecter (en vertu
du résultat mentionné plus haut), cette propriété est vraie. Dit autrement, le
quadrant positif est invariant sous I’évolution des équations. Plus précisément,
le bord le bord bd(RR%) et l'intérieur int(R3) = {(x,y) € R*: x > 0,y > 0} sont
invariants.
Le point (0,0) est une trajectoire réduite a un point qui correspond a la solu-
tion (x(2), y(#)) = (0,0) pour tout ¢, qu'on qualifie de stationnaire. En ce point
le champ de vecteurs s’annule, c.-a-d. que X = 0 et y = 0 : les densités de po-
pulations cessent de croitre ou de décroitre. Il y a un autre point qui a cette
propriété : le point F = (x*, y*) tel que
_E oy ol
X" = p et y = L
Pour un systeme différentiel général x = f(x,y), y = g(x,y), un point (x*,y*)
tel que f(x*,y*) =0, g(x*,y*) =0 est appelé un équilibreﬂ
Il'y a d’autres points remarquables a repérer : ceux tels que x = 0 et ceux tels que
y = 0. Ce sont des isoclines particulieres qui vont permettre un régionnement
du plan. En I’espece ce sont respectivement les droites d’équation a— by =0 et

3. plus précisément, son centre de gravité
4. cette terminologie est historique et vient de la Mécanique
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—c+dx =0 alintersection desquelles se trouve I’équilibre F. On obtient donc
facilement I’esquisse du portrait d’état suivante : Dans la région I, par exemple,

X<O0Ocary>y"ety<0carx< x*, donc le champ de vecteurs pointe vers la
gauche et vers le bas. Et ainsi de suite.

On conclut que si on part d'une densité initiale (xp, o) de proies et de préda-
teurs dans la région I, la solution (x(1), y(#)) va aller dans la région II, puis dans
la région III, puis dans la région IV, puis a nouveau dans la partie I, et ainsi de
suite.

Cette premiere analyse du portrait d’état montre que, pour des populations ini-
tiales strictement positives et différentes de 1'équilibre F, les densités de proies
et de prédateurs vont fluctuer au cour du temps autour de cet équilibre puisque
les solutions (x(#), y(#)) tournent autour de lui. Quatre scenarios disctincts sont
envisageables :

1. les fluctuations pourraient s’amortir, c.-a-d. x(t) — x* et y(t) — y* quand
t — oo. (Question : pourquoi est-ce forcément a la limite £ — oo que c’est
envisageable ?)

2. A l'inverse, les solutions pourraient parcourir des trajectoires qui spi-
ralent en s’éloignant de F et finir par toucher I'un des axes de coordon-
nées. (Questions : quels scénarios sont possibles ? est-ce que c’est pos-
sible a temps fini ?)

3. On pourrait avoir des fluctuations périodiques des populations qui cor-
respondent a des solutions périodiques : il existe un temps 7 > 0 tel que
x(t+T) = x(t) pour tout ¢. A priori, T dépend de (xy, yo), c.-a-d. des den-
sités initiales des populations. Une solution périodique correspond né-
cessairement a une trajectoire fermée.

4. Un dernier scénario est qu’il existerait une trajectoire fermée spéciale
qui «attirerait» toutes les solutions (correspondant bien stir a des densi-
tés initiales strictement positives et différentes de x*, y*). Ce serait un
phénomene remarquable.
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Une simulation numérique penche clairement pour le scénario numéro 3, comme
le montre la figure suivante.

FIGURE 5.1: Modele proie-prédateur de Lotka-Volterra : champ de vecteurs et
quelques solutions simulées (a = 1,b =3.3,c¢ = 2,d = 3). Le QR code renvoie a
une expérience numeérique interactive sur Internet.

Périodicité des solutions Nous allons esquisser la démonstration que toutes
les solutions avec une condition initiale (xo, yo) # F et telles que xp >0, yo >0
tournent dans le sens contraire des aiguilles d'une montre autour de F.

o 1s sz . c—dx a—by .
Multiplions la 1ére équation dans (5.1) par == et la seconde par — etajou-
tons les équations obtenues. Cela donne

(E—d)x+(§—b)j/:0

X
c.-a-d.
d
(5.3) E[clnx—dx+alny—by] =0.
Introduisons les fonctions
Hi(x)=x—-x"Inx, Hy(y)=y-y“Iny

et
H(x,y)=dH,(x)+bH2(y).



72 CHAPITRE 5. INTERACTIONS

Léquation (5.3) se réécrit donc

d
aH(x(t),y(t)) =0

c.-a-d.
H(x(1), y(l’)) = Const.

La fonction H, définie dans int(Rﬁ), est donc constante le long des solutions.
Puisque

dH 1 x* dz H 1 x*

—_— =1, — ==

dx X dx?  x?

la fonction H; atteint son minimum en x = x*. La fonction H, atteint son mi-

nimum en y = y*. Les fonctions H; et H, sont donc strictement convexes et le

graphe de la fonction H a donc la forme d'une fosse dont le fond correspond

al'unique minimum qui est atteint en F. On observe également que H(x, y) —

+o0o0 le long de toute demi-droite issue de F. Les courbes de niveau

>0

{(x,y) eint(R2): H(x,y) =z}, z>H(x*,y")

sont donc des courbes fermées. Les trajectoires sont incluses dans ces courbes
fermées. Pour vraiment terminer la démonstration, il faudrait montrer que ces
courbes fermées sont parcourues entierement par les solutions, montrant ainsi
que les solutions sont périodiques. Ceci revient a montrer que les solutions sont
définies pour tout temps ¢ (c’est fait dans la Partie|II).

Retour a la question de D’Ancona Soit T la période d'une solution (x(#), y(f))
(de condition initiale (xp, yp) # F telle que xo > 0, yo > 0). Autrement dit, x(f +
T)=x(t) et y(t+T) = y(t) pour tout t. Introduisons les moyennes sur la période
[0, T] des fonctions périodiques x(¢) et y(1) :
T
déf 1

T
deéf 1
(x) = ?Ofx(S)ds, (y) = ?Ofy(S)ds.

On ala «loi de la conservation» suivante :
(5.4) (== et (y)=—
’ T d =%

Autrement dit, les moyennes sur une période du nombre d’individus des deux
especes sont indépendantes des conditions initiales, et égales aux nombres qui
correspondent aux valeurs de I’équilibre F.

Démontrons ces égalités. Nous avons

d .
a(lnx) = g =a-by
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qui donne par intégration

- d
Ofd— (Inx)dt = f(a by(s)ds

Inx(T)-Inxy=aT - bjy(s)ds.

Or, x(T) = xy, donc
1 ‘ a
?ij(s)ds:gzy .

En procédant de méme on trouve I'autre formule.

Nous pouvons maintenant revenir au probleme initial posé par D’Ancona a
Volterra et voir ce que répond le modéle. Pour modéliser la prédation exercée
par les pécheurs qui prennent dans leurs filets a la fois des poissons-proies et
des poissons-prédateurs, modifions le modele en ajoutant a la lere équa-
tion le terme —ex et a la seconde le terme —ey :

Xx=x(a-by) -
y=y(=c+dx)—

ol e < a. On retrouve un modele du méme type mais avec un taux de croissance
maintenant égal a a — e pour les proies et un taux de mortalité égal a ¢ + e pour
les prédateurs. En appliquant les formules (5.4) on obtient

) c+e ¢ a—e
X)=—— ¢ =

d ="
Autrement dit, sil’on péche les deux populations uniformément et proportion-
nellement aux nombres de leurs individusEl, la moyenne du nombre de proies
croit et celle des prédateurs diminue.

#v Exercice 5.1.2. Le modele de Lotka-Volterra comporte quatre parametres. Mon-
trer qu'en faisant des changements d’échelle appropriés de t, x et y on peut le
mettre sous la forme adimensionnée

x=x(1-y)
y=ay(x-1).

Quel est le lien entre les solutions de (5.1) et celles du modeéle adimensionné?
Meéme question pour les trajectoires.

5. il faut bien sirque e< a
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Mentionnons que I’économiste R. Goodwin a proposé en 1967 un modele
dont le but était de rendre compte de certaines fluctuations cycliques du taux
d’emploi et des revenus du capital. Il a abouti a un modeéle formellement iden-
tique au modele de Lotka-Volterra ou x représente le taux d’emploi et y le re-
venu du capital. Le modele de Goodwin a servi de point de départ a toute une
série de modeles macro-économiques.

5.1.2 Modele de Lotka-Volterra avec compétition entre proies

Une amélioration immeédiate a apporter au modeéle est de limiter la crois-
sance en 'absence des prédateurs. Le choix le plus simple consiste a remplacer
le terme ax par ax(1 — x/K) ; autrement dit, on remplace la constante a par la
fonction a(1 — x/K). On a donc le modele suivant :

{x:ax(l—%)—bxy

(5.5) '
y=y(=c+dx)

ou a,b,c,d, K sont des constantes strictement positives. Le parametre K est la
capacité de charge des proies.
Observons que si K est tres grand, ce modele est une «perturbation» du modele
(5.1).

On peut également introduire une compétition entre les prédateurs en ajou-
tant un terme —fy a I’équation pour y. On aboutit donc au modele suivant,
appelé modele de Lotka-Volterra avec compétition intraspécifique :

X=x(a-ex—Dby)
(5.6) ]
y=y(=c+dx—-fy)

ou a, b, c,d, e sont des constantes strictement positives. On a posé e = a/K. On
prend f = 0 car il s’avere que ce parametre joue un role tres secondaire : le fait
que f =0 ne change rien qualitativement.

Il est facile de s’assurer que le quadrant positif est invariant, comme pour
le modele précédent. Son bord est constitué de cinq trajectoires : les points
d’équilibre (0,0) et P = (£,0), les deux intervalles |0, %[ et |4, +oo[ de I'axe des
abscisses, et enfin 'axe des ordonnées positives.

Une premier déffrichage du portrait d’état peut se faire en étudiant les iso-
clines x =0 et y = 0 qui sont les droites

ex+by=a et dx—-fy=c.

Selon les valeurs des parametres, ces droites peuvent ou non s’intersecter dans
int(R3%).
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e Dans le cas ot elles ne s’intersectent pas, elles divisent int(Ri) en trois ré-
gions comme montré sur la figure suivante. Il est clair que toute trajectoire
converge vers P, c.-a-d. que les prédateurs disparaissent. La densité de proies
tend vers ¢, ce qui correspond a la capacité de charge de I'équation logistique
X = x(a— ex), c.-a-d. 'équation qui gouverne I'effectif des proies en 'absence
des prédateurs.

0.7%

0,29

—— — —
S

FIGURE 5.2: Simulation du portrait d’état du modele de (5.6), quand les iso-
clines X = 0 et y = 0 ne s’intersectent pas, avec deux trajectoires.

1= REMARQUE 5.1. Quand les droites s'intersectent exactement au bord du qua-
drant positif, c’est sur l'axe des abscisses et exactement au point P (I'équilibre qui
correspond a la capacité de charge des proies).

e Lorsque les isoclines X = 0 et y = 0 s'intersectent en un point F = (x*, y*)
dans int(IR2), ce point est un équilibre. Cette fois-ci, 'intérieur du quadrant
positif est divisé en quatre régions notées de I a IV dans la figure Létude
des signes de x et y suggere que les solutions tournent dans le sens contraire
des aiguilles d'une montre. A-t-on a nouveau des trajectoires fermées autour
de F (solutions périodiques) ? Les solutions s’éloignent-elles de F en spiralant ?
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ou bien s’approchent-elles de F en spiralant ? La simulation numérique montre
clairement qu’elles spiralent vers F, quelle que soit la condition initiale (xp, yo) €
int(R?).

FIGURE 5.3: Simulation du portrait d’état du modele de (5.6), quand les iso-
clines x =0 et y = 0 s’intersectent (en F).

Autrement dit, si les densités de proies et de prédateurs initiales, xp, yo, sont
des strictement positives mais que xo # x*, xo # y*, on a (x(t), y(#)) — (x*,y").
On dit que I'équilibre (x*, y*) est (globalement) «asymptotiquement stable»ﬁ
On a donc un comportement radicalement différent du modele (5.1I). On peut
vérifier a I'aide de simulations numériques que si f = 0 et si e est tres petit mais
reste > 0, la différence de comportement entre les deux modeles persiste.

1= REMARQUE 5.2. Nous avons en fait mis le doigt sur un défaut majeur du modele
(5.1) : son instabilité structurelle ou son manque de robustesse. En effet, comme
on l'a signalé plus haut, le modele avec compétition intraspécifique peut étre vu

6. pourquoi d’aprés vous dit-on «asymptotiquement» ?
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comme une perturbation de (5.1) :

{)’C =ax—by-ex?

y=y(=c+dx—-fy).

Tant que ex? est trés petit, on aimerait que les propriétés caractéristiques du
modele de Lotka-Volterra ne soient pas affectées. Or ce n'est pas le cas : toutes
les solutions périodiques, c.-a-d. les trajectoires fermées, qui tournent autour de
U'équilibre ont disparu!

Linéarisation autour de I'équilibre F Revenons au portrait d’état|5.3| et ten-
tons de comprendre pourquoi les solutions doivent spiraler vers F. La premiére
idée qui vient a I’esprit est d’au moins comprendre ce qui se passe dans un voi-
sinage proche de F. Supposons qu’on a un systeme de la forme

x=f(xy)
y=8x)

et qu'il existe un équilibre (x*, y*) (c.-a-d. f(x*,y*) =0, g(x*,y*) = 0). Au voisi-
nage de (x*, y*) on est tenté d’écrirelZ]

of

0
f, ="y )+=—x"y") (x—x")+ f
——

a—y(x V) (y=y7)

0x
=0
g, =gx",y )+—x",y ) (x=x)+—&x",y)-(y—y).
——— 0x ay
=0

* .

Le systeme linéariséen (x*,y*) estdonc, enposant u=x—x*etv=y—y

¢)=20)

3 &) a—y(x*,y*))

A=15 0
a—’i(x*.y*) %(x*,y*)

fx, y)) au

gx,y)
point (x*, y*). Dans ces coordonnées, 1'équilibre (x*, y*) est devenu 'origine

(0,0). Le systeme linéarisé est ce qu’'on appelle un systeme différentiel linéaire
a coefficients constants. Il a le bon gotit d’étre résoluble. Nous pourrions nous
croire completement tirés d’affaire mais il reste une question en suspend :

La matrice A s’appelle la matrice jacobienne du champ de vecteurs (

7. sionsuppose que f et g sont différentiables et que leurs dérivées sont continues, I’erreur
commise est de la forme /(x — x*)2 + (y — y*)2e(x, ) avec lim(y, y)— (x+,y*) €(x, ¥) = 0.
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A quelles conditions les solutions du systéme initial seront-elles

«proches» des solutions du systeme linéarisé, au voisinage de I'équi-

libre (x*,y*)?
Nous laissons cette question en suspend (elle sera traitée dans la Partie [IlI) et
nous revenons au modele juste apres un petitintermede d’Algebre linéaire
que le lecteur familier de cette matiére peut bien stir sauter.

Intermede d’algeébre linéaire Comme nous le verrons dans la Partie|ll, la ma-
trice A ne peut étre que de I'une des trois formes suivantes si on se place dans

une base convenable :
A0 a p A1 '
0 u - « 0 A

Autrement dit, il existe une application linéaire T telle que T~' AT al’'une de ces

. . . o 2. X
trois formes. Une apphcatlon linéaire transforme un vecteur (y) €n un vecteur

T (x) avec
y

T (x) _ (tux + tlgy)
y bax+1itxny
Nous verrons que cette classification est liée au «probleme aux valeurs propres

de A», c.-a-d. la recherche des vecteurs particuliers (dits «vecteurs propres»)
tels que, multipliés par A, seule leur longueur change, pas leur direction.

Retour aumodele (5.6) On calcule sa matrice jacobienne au point F = (x*, y*) :

—ex® —-bx*
A_(dy* 0 )

On peut montrer que A est dans une base appropriée de la forme

o0 5

avec a <0 et § > 0. Les solutions d'un systeme différentiel avec une telle ma-
trice sont de la forme

x(t) = e* (xycos(Bt) + ypsin(B1))
y(1) = e (yy cos(Bt) — xpsin(B1)).

La figure suivante en montre quelques exemples.



5.1. PROIES & PREDATEURS 79

FIGURE 5.4: Trajectoires du systéme linéaire de matrice (5.7) avec a <0 et 8> 0.

Le facteur e®’ est le facteur de contraction exponentielle (@ < 0) de la norme du
X0
Yo

\/ X2(0) + y2 (1) = e\ x2 + y2.

Les termes entre parentheéses correspondent a une rotation dans le sens contraire
des aiguilles d'une montre. Le point (x(#), y(¢)) se rapproche donc exponentiel-
lement vite de (0,0) tout en tournant autour de ce point.

x(1) - :
vecteur par rapport au vecteur : on vérifie facilement que

y(1)

#1 Exercice 5.1.3. Montrer que le systeme différentiel linéaire

)= (5 <))

se réécrit en coordonnées polairesﬁ sous la forme

r=ar
0=p.

En déduire les portraits d’état possibles selon les signes de a, [3.

On a donc bien, localement autour de F, retrouvé qualitativement I'allure
des trajectoires de la figure (a un changement de base pres, qui ne va pas
modifier la nature spiralante des solutions, et a une translation des axes de co-
ordonnées pres).

5.1.3 Modéliser la prédation

Dans le modele proie-prédateur de Lotka-Volterra (5.1), la prédation est de la
forme bx(t)y(t) : elle est proportionnelle au produit de la densité des proies

8. u=rcosf, v=rsinf
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et des prédateurs. C’est 'hypothese la plus simple possible pour représenter la
prédation mais elle est peu réaliste car elle ne tient pas compte, par exemple,
de la satiété des prédateurs. Diverses formes ont été proposées avec, pour point
commun, un effet de saturation quand la densité de proies devient élevée. Les
plus simples sont de la forme

p(x)y.

D’un point de vue dimensionnel, p correspond au nombre ou a la densité de
proies tuées par unité de temps et par prédateur.

En voici deux, 'une modélisant un prédateur «généraliste», 'autre un pré-
dateur «spécialiste».

Un prédateur spécialiste ne se nourrit que d'un type de proie. Méme quand
la densité de proies diminue, ce prédateur continue a les chasser. Un choix
simple pour modéliser cette situation est

bx

(5.8) plx)=——

S+x
La fonction p a une dérivée non-nulle en x = 0 et elle tend vers b quand x —
+00.
Un prédateur généraliste se nourrit de différentes especes de proies. Lorsqu’une
espece de proies atteint une tres faible densité, le prédateur va se concentrer
sur les autres especes de proies. Une modélisation simple consiste a prendre

2
(5.9) px)=—5—

Cette fois-ci, la fonction p a une dérivée nulle en x = 0. Elle tend également vers
b quand x — +oo.
Le modele de Rosenzweig-McArthur (1963) repose sur la fonction p (5.8) :

. x bxy
x—rX(l—E)—m

y= y(% —d
our,K, b, c,d, s sont des parametres strictement positifs. Ebauchons son étude.
Il'y a deux équilibres qui existent quelle que soit la valeur des parameétres : (0, 0)
et P = (0,K). En I'absence de proies (xo = 0), y(t) = yoe~ %’ (les prédateurs dis-
paraissent exponentiellement vite). En I’absence de prédateurs, la densité des
proies tend vers la capacité de charge K.

Lisocline correspondant a & = 0 est une parabole d’équation y = (1- %) (s+
x), celle correspondant a y = 0 est une droite verticale d’équation x = C‘f—sd. Un

troisieme équilibre (x*, y*) est donc possible si cette parabole intersecte cette
droite dans le quadrant positif. Il faut d'une part que c > d et d’autre part que
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C‘f—sd < K (la parabole coupe I'axe des abscisses aux points —s < 0 et K > 0).

e On peut montrer que si I'équilibre (x*, y*) n’existe pas (au sens ou x* < 0,
y* < 0) alors, pour toutes densités de proies et de prédateurs xy, yo strictement
positives, (x(1), y(t)) — (K,0); autrement dit, asymptotiquement, il y a extinc-
tion des prédateurs et la population des proies atteint sa capacité de charge.

« Placons-nous dans le cas ou F = (x*, y*) existe, c.-a-d. quand ¢ > d et C‘E—Sd <K
et faisons varier le parametre K. Une expérience numérique montre qu’'il y a un

changement radical de comportement selon que la droite x = C‘f—sd se trouve a

gauche ou a droite du sommet de la parabole dont I’abscisse est x = % :
. siladroite est a droite du sommet, I’équilibre F apparait comme attrac-
tif;
. si la droite est a gauche du sommet, I'équilibre F apparait comme ré-
pulsif et on observe I'apparition d'une trajectoire spéciale qui semble
attirer toutes les solutions qui se trouve dans son voisinage, cf. la figure

suivante

L.EV.AY.AW.l

ARVRZRVEvA

A2z 1x
/

FIGURE 5.5: Deux trajectoires du modele de Rosenzweig-McArthur.

Il s’agit d'un type de solution qui s’appelle un «cycle limite». Une telle solution
est remarquable car elle s’interprete comme des fluctuations périodiques ro-
bustes des populations de proies et prédateurs : si on part de densités initiales
strictement positives qui ne sont pas sur la trajetoire du cycle limite et qui ne



82 CHAPITRE 5. INTERACTIONS

correspondent pas a I’équilibre, ces densités vont tendre rapidement vers des
densités périodiques.

Cet exemple illustre également un phénomene fondamental : le change-
ment qualitatif radical du modele selon la valeur des parameétres. On parle de
«bifurcation» et la valeur K = s+ 2x est le seuil de bifurcation. En dessus de
ce seuil, I'équilibre (x*, y*) est attractif et il n'y a aucune solution périodique.
En dessous de ce seuil, cet équilibre devient répulsif et il apparait une solution
périodique attractive.

L'étude rigoureuse des cycles limites et des bifurcations nécessite des concepts
et des techniques que nous développons dans la Partie

5.2 Compétition & coopération

Le but est de proposer un modeéle dans la veine de celui de Lotka-Volterra mais
pour modéliser la compétition entre deux populations qui ont une ressource
commune. Notons x; la densité de I'une des populations, x; celle de I'autre et
posons

x'g = Tg.X'g(l - % - bgl%).

ol ry, 12, Ky, Kz, b2, by sont des parametres positifs.
Enl'absence d'une des populations 'autre suit une équation logistique. Quand
les deux populations sont présentes, on voit que chacune fait baisser le taux de
croissance de 'autre. Limpact négatif d’'une population sur 'autre est propor-
tionnel au produit des densités des populations, son intensité étant mesurée
par le coefficient b;; qui représente la pression compétitive exercée sur la po-
pulation i par la population j.
La premiére chose a faire est d’adimensionner le modeéle qui est défini avec six
parametres. Pour cela on procede aux changements d’échelles suivants :

X1 X2 I

K> K
T=rnt, Uy = U= 611221?12?, a21:b21f» P—r .
1 > 1 > 1

Nous n’avons plus que trois parametres dans le modele qui se réécrit

dup

% = w1 (1—u —appup) = fi(uy, up)
1 = pux(l—up — ax1uy) = foluy, up).

Ces changements d’échelle modifient la paramétrisation des solutions. Par exemple,
en supposant que r; > 1, s’il s’écoule une seconde dans le modele de départ, il
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s’écoule r; secondes dans le nouveau modele. Mais les trajectoires ne sont pas
modifiées. Donc, géométriquement, les portraits d’état des deux modeles sont
exactement les mémes.

La liste des quatre équilibres possibles est la suivante :

* * * * __ * * __
uy =0,u, =0, u;=4Lu,=0, u =0,u,=1

1—012 1—021

*_ *_
U = Uy =

"z ) S
1—appan 1—apan

Il est clair que le dernier n'a de sens biologique que si ajpaz; # 1 et si uj >0,
u; > 0. La position relative des isoclines fi(u1, u2) = 0 et f>(u1, u2) = 0 nous
donne quatre situations distinctes montrés dans la figure/5.6|

“2| (@ “2| ®)

f1<EJ 1—“2—921“1:0

l—ul—alzuZ:D

0 T 0 1
1 o 431 a1 1 431
uz uz
(©) (d)
1
apz
1 1
1
aiy
0 1 0 1
E 1 ui 1 E ui
FIGURE 5.6

L'étude graphique du champ de vecteurs et des expériences numériques
montrent les quatre types de portraits d’état montrés dans la figure que
nous commentons :

(@) (a2 <1, ax <1)siles densités initiales sont strictement positives, elles
semblent converger vers I'équilibre (u], u;);
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(b)

(©

(d)
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(a2 > 1, ap; > 1) C'est le cas le plus intéressant et le plus subtil a étudier
mathématiquement car on a un phénomene de bistabilité :

le quadrant positif semble divisé en deux régions par une courbe, appe-
l1ée séparatrice, formée de trois trajectoires particulieres : la premiére est
I'équilibre (u7, u3), la seconde est celle qui connecte I'origine a cet équi-
libre et la troisieme part de cet équilibre et semble aller vers I'infini. Les
deux derniéres trajectoires forment ce qu'on appelle la variété instable
de (uj, u;). Elle est accompagnée d'une variété stable, qui lui est trans-
verse : d'un coté, elle connecte (u7, u;) al'équilibre (1,0), de 'autre elle
le connecte a I’équilibre (1,0).

Selon que les densités initiales sont dans la région a gauche ou a droite
de la séparatrice, soit la population 1 s’éteint tandis que 'autre tend vers
sa capacité de charge soit c’est I'inverse.

(a12 < 1, ap; > 1) siles densités initiales sont strictement positives, elles
semblent converger vers I'équilibre (1,0) : la population 1 bat 'autre;;

(a12 > 1, ax; < 1) il se passe I'inverse du cas précédent.

Pour 'analyser compléetement et transformer les observations précédentes
en énoncés mathématiques, il faut disposer des outils de la Partie
Il est remarquable qu'un modele aussi simple ait un comportement aussi riche.
En particulier, il laisse entrevoir un phénomene de multistabilité si on imagine
un modele faisant interagir plusieurs populations.

#» Exercice 5.2.1. Construire un modele de coopération (ou de mutualisme) dans
la veine du modele précédent.

5.3

Systemes différentiels pour I'écologie

Nous n’avons considéré jusqu’ici que des situations ou seules deux populations
interagissent. Il est clair que nous devons aller au-dela. Un modele général met-
tant en jeu n populations sera de la forme

(5.11)

c.-a-d.

xi:xigi(xl)---yxn) (izlr---)n))

X; .
_:gi(xl)---)xn) (121,...,71).

1

Seul I'orthant positif R’ nous intéresse puisque les x; représentent des densi-
tés de populations. Les g; sont les taux de croissance par individu. On les ap-
pelle aussi des fonctions d’interaction. En pratique, ce sont des fonctions poly-
nomiales ou plus généralement rationnelles.
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FIGURE 5.7

On observe que si x;(0) = 0, la population correspondante reste nulle : x;(¢) =0
pout tout ¢. La «face» donnée par |’équation x; = 0 est donc invariante par la dy-
namique. Si n = 2, une face est simplement I'une des demi-droites {x, = 0, x; =
0}, {x; =0, x2 = 0}. Si n = 3, une face est 'un des demi-plans {x3 =0, x; =0, x, =
03}, etc. Si on accepte le résultat que nous énoncerons dans la Partie [lI| qui dit
que deux trajectoires ne peuvent pas s’intersecter, on en déduit que 'orthant
positif R? est invariant par la dynamique ; autrement dit, des densités initiales
strictement positives, elles vont évoluées en restant toujours positives.

Le type d’interaction entre la population j et la population k est déterminé
par la réponse du taux d’accroissement x;/x; a 'augmentation de x; et vice
versa en échangeant les indices j et k. Autrement dit, I'interaction entre les po-
pulations j et k est déterminée par le signe de la dérivée de g; par rapport a xi
et vice versa. Il y a trois cas particuliers remarquables :
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1. Sipour chaque j # k et dans tout I'orthant positif le produit

08 08k _

<0,
axk ax]'

on dira que (5.11) représente un systeme proie-prédateur ou, plus géné-
ralement, un systéme ressource-consommateur. Si
agj 08k

— <0 et

>0
0xp 0x;j

alors 'espéce j estla proie de I'espece k.
2. Sipour chaque j # k et dans tout |'orthant positif

0g;:
ﬁ<0,
axk

on dira que (5.11) représente un systéme compétitif.
3. Sipour chaque j # k et dans tout |'orthant positif

o8,

>0,
axk

on dira que (5.11) représente un systeme coopératif ou mutualiste.

Il se peut tres bien que par ex.

%<0, %>0, %<0, %>0, %<0, %>0
0xo 0x; 0x3 0xo 0x4 0x3
et que I'espece 4 ne soit la proie d’aucune des autres especes. On dira que les
especes 1,2,3 et 4 forment une chaine alimentaire ou trophique, dans laquelle
I'espece 4 est le super-prédateur.
Bien str, le systeme peut n'appartenir a aucun des trois types fondamen-
taux décrits ci-dessus et étre un panachage des trois. Les systemes coopéra-
tifs et compétitifs ont une théorie assez générale, mais ce n’est pas le cas pour
les systémes proies-prédateurs qui deviennent potentiellement tres complexes
des n=3.
On appelle systemes différentiels de Lotka-Volterra les systemes différen-
tiels de la forme suivante :
n
(5.12) xi:xi(ri+2a,~jxj) (i=1,...,n).
j=1
Dans cette classe de modeles, les taux d’accroissements sont des fonctions af-
fines. La matrice A = (a;;) est appelée matrice d’interaction.
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Pour cette classe de modeles, la caractérisation des trois types fondamentaux
d’interactions est trés simple : on a un systeme proie-prédateur si ajiax; <0,
compétitif si aj; > 0 et coopératif si a;r < 0, pour tout j # k dans chacun des
cas. Le modeles proie-prédateur et etle modele de compétition
en sont des exemples avec n = 2.

5.4 Modeles aléatoires

Les modeles que nous avons étudiés jusqu’a maintenant dans ce chapitre sont
tous déterministes. En vertu des observations que nous avons faites aux cha-
pitres[3|et[4} on subodore qu'il faut considérer ces modeles comme des limites
de grandes populations de modeles aléatoires et qu’ils donnent vraisemblable-
ment une decription en moyenne des populations. Notre but est d’explorer ces
idées pour des modeles aléatoires décrivant I'interaction de deux populations.
Nous allons prendre comme exemple l'interaction proies-prédateurs et propo-
ser un modele a la Lotka-Volterra.

Soit X (¢) la variable aléatoire donnant la taille de la population de proies a
I'instant t, Y () celle pour les prédateurs. Pour définir le modele, il faut donner
le taux de naissance et le taux de mort des proies et des prédateurs.

Prenons les proies. On suppose que leur taux de naissance est a, c.-a-d. que,
durant un intervalle de temps Af, la probabilité qu'une proie naisse est égale
a aAt+ o(At). On fait dépendre leur taux de mort du nombre de prédateurs :
s'il y a Y prédateurs, on va supposer que, durant un intervalle de temps At, la
probabilité qu'une proie meure est bY At + o(Af).

Passons maintenant au prédateurs. On va supposer que leur taux de mort est ¢
et que le taux de naissance dépend du nombre de proies X et vaut d X.

En notant

AX()=X(t+AD)—-X(1), AY(O)=Y(t+An-Y (1)
on a donc les probabilités de transition suivantes :

P(AX(t) =x,AY () = y|X (1), Y (1) =

aX()At+o(Ar) si (x,y)=(1,0)
adX(Y()At+o(Ar) si (x,y)=1(0,1)
bX()Y (H)At+ o(At) si (x,¥)=(-1,0)
cY () At+o(A1) si (x,y»)=(0,-1)

1—X(t)(a+bY(t))At—Y(t)(c+dX(t))At+o(At) si (x,y)=1(0,0)
o(AY) autrement.
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Commentons cette formule. Durant un intervalle de temps At, il peut y avoir la
naissance d'une proie, ou bien celle d'un prédateur, ou bien la mort d'un pré-
dateur, ou bien la mort d'une proie, ou bien il peut ne rien se passer. Enfin, la
probabilité de deux événements simultanés parmi les événements précédents
est o(At). Autrement dit, si At est suffisamment petit, la probabilité qu’il y ait
par ex. deux naissances de proies durant cet intervalle de temps est négligeable,
idem pour, par ex. , la naissance d’une proie et sa mort par rencontre d'un pré-
dateur, etc.

La figure suivante montre une réalisation de ce processus :

300 120
250 100
200 80
150 60

100 40

50 A/ 20

DD 5 10 15 20 GD 50 100 150 200 250

FIGURE 5.8: Simulation d’une réalisation du processus et comparaison avec le
modele déterministe. A gauche, les solutions en fonction du temps. A droite, le
portrait d’état. Onaprisa=1,b=0.02,c=1,d =0.01, X(0) =120 et Y (0) = 40.

Notons py,j) (£) la probabilité qu'il y ait x proies et y prédateurs a l'instant
t. En raisonnant comme on I'avait fait pour le processus de naissance et mort
(cf. section(3.3) on obtient une équation différentielle pour pyy, ) (7) :

Py = AX—1)pr-1,y) +dx(y =D puy-1) + X+ 1D ypr+1y + (¥ + D P, y+1)
—(ax+dxy+bxy+cy)pu,y)-

#1 Exercick 5.4.1. Etablir cette équation.

On a donc obtenu un systeme d’équations différentielles doublement infini
(x=0,1,..., y=0,1,...) qu'on ne sait pas résoudre explicitement.

Evolution des populations en moyenne La premiére question que nous nous
posons est la suivante :

Est-ce que (IE[X(1)],E[Y (#)]) est la solution du modele détermi-

niste (5.1) ?
Loutil clé est encore la fonction génératrice ¢(r, s, t) associée a {p(x,); X =
0,1,..., y=0,1,...}:

(o oluNe o)
P 0D=Y. > papnr's.
x=0y=0
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Ona

et E[Y(D)]= 2—(p

S r=s=1"

_Og
EIX (1) ==

Un calcul assez fastidieux donne I’équation aux dérivées partielles suivantes :

r=8s=

op op (1 ) ) (1 )6(,0 )
1 LA 1L+ Z 1 + 11 =E£ 4 —1)—=.
5-13) ot ar(r )Or brs r oros € s 0s drs(s )Oras

Ce qui nous intéresse est 'évolution de [E[X ()] et [E[Y (£)]. Pour les obtenir on

observe que
dE(X(1)] _ 0 ¢

dt  oror

r:s:l'

L'idée consiste a calculer % g—(f qui est laméme chose que % %—‘f. On calcule cette
derniere fonction en dérivant I’équation par rapport a r, puis en prenant
r = s = 1. Apreés quelques calculs on trouve
dE[X(D)] _ ¢ Al
T dr Yorlr=s=1” Yraslr=s=1
=aE[X(1)] - PE[X (DY (D)].

Pour E[Y (£)] on trouve

dE[X ()]

T —cE[Y ()] +dE[X(D)Y (1)].

On découvre donc que (E[X (#)],IE[Y (£)]) n'est pas la solution du systeme diffé-
rentiel car on devrait alors avoir

dBXO] _ B[ X ()] - bEIX(D]E[Y (1)
BXO) = _ Ry (1)) + dBIX()]BLY (1),

Mais il n'y a aucune raison pour que E[X (£) Y (#)] soit égal a E[ X (£)]E[Y (£)] car
X(t) et Y(t) ne sont pas des variables aléatoires indépendantes.

Probabilité d’extinction La seconde question fondamentale concerne 1'ex-
tinction des populations. Dans le modele déterministe, il n'y a pas extinction,
sauf dans le cas particulier ot il n'y a pas de proies car la densité de prédateurs
tend alors vers 0. En effet, si on démarre avec une densité de proies x(0) > 0 et
une densité de prédateurs y(0) > 0, le modele donne des solutions (x(?), y(£))
périodiques qui tournent autour de I'équilibre (c/d, a/b).

Dans le modele aléatoire, prenons X (0) > 0 et Y (0) > 0. Si le processus touche
le bord du quadrant positif a un instant ¢*, c.-a-d. soit X(¢*) = 0 soit Y (¢*) =0,
alors il est absorbé dans le sens que (X(#) = 0, Y(#) = 0) pour tout ¢ > t*. Cela
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correspond a I'extinction. Un tel événement a une probabilité non nulle d’arri-
ver. SiE[X ()] et E[Y ()] restent bornés au cours du tempsﬂ on peut démontrer
de maniére trés générale qu’'avec probabilité un le temps d’extinction est fini.
Quel est le temps moyen d’extinction ? peut-on estimer la queue de la distribu-
tion du temps d’extinction ? Nous laissons de c6té ces questions délicates.

600 800

FIGURE 5.9: Une réalisation du processus qui touche le bord.

Limite de grandes populations La derniere question que nous nous posons
est celle de la convergence, en un sens a préciser, du processus (xX (1), yX(£)) ou1

Y (1)

&, yK([)ET et X0)=Y(0) =K.

Koy =
x(t)_K

Lidée est que quand K > 1, (xX (1), yX(¢)) devrait ressembler ala solution (x(£), y (1))
du modele détermiste (5.1). Comme on sait que le procesus s’éteint avec pro-
babilité un, la question n’a de sens que si on se fixe un temps 7 > 0 et qu'on
prend K de plus en plus grand.

1= THEOREME 5.3.
Pour tout T > 0 et pour toutn >0 ona

lim P( sup (|x¥(0) - x(0)] +]xX (1) - x(0]) > 1) = 0.

K—oo \ogt<T

Ce théoreme nous dit donc que pour tout intervalle de temps donné [0, T1,
(xK (1), yX (1)) est aussi proche que I'on veut de (x(#), y(t)) avec une probabilité
proche de un si K est tres grand.

Les observations que nous avons faites sur la version aléatoire du modele
proie-prédateur de Lotka-Volterra sont en fait de portée générale et montrent
qu'’il faut faire attention a ce que l'on fait. En particulier, 1évolution moyenne

9. c.-a-d. qu’il existe C > 0 tel que pour tout t E[X ()] < Cet E[Y(£)]<C
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du processus ne suit pas I’évolution prédite par le modele déterministe et les
deux modéeles se ressemblent dans la limite de populations initiales tendant
vers I'infini mais durant des intervalles de temps bornés.
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Chapitre 6

Modéliser la dispersion
dans I'espace : premiers pas

USQU’ a présent nous n'avons pas pris en compte un aspect essentiel : la ré-
partition dans 'espace. Listons quelques raisons évidentes pour la prendre
en compte :
. Lenvironnement est en général hétérogéne dés qu'on considére une échelle
suffisamment grande. Par exemple, lorsqu’on a étudié I'équation logis-
tique

X = rx(l—%)

on a supposé que le taux de croissance intrinséque r et la capacité de
charge K sont des nombres donnés une fois pour toutes. Ces parametres
peuvent en fait dépendre du lieu ou1 on se trouve : il peut y avoir des
lieux favorables et des lieux défavorables; les ressources peuvent varier
de maniere réguliere dans I'espace ou bien étre distribuées de maniere
parcellaire (fragmentation éco-paysagere) ; etc.

. Méme si 'environnement est homogeéne, une population peut étre ré-
partie initialement de facon hétérogene. Par exemple, les organismes
capables de se déplacer vont chercher des régions ou la densité de leurs
concurrents est plus faible. Un exemple typique de répartition initiale
trés hétérogene correspond a l'introduction (controélée ou non) d'une
espece invasive. Pour ne prendre qu’'un seul exemple célebre, citons les
rats musqués qui ont envahi I’Europe a partir de fermes situées en Eu-
rope Centrale. Cette espece est originaire d’Amérique du Nord et a été
introduite a la fin du 19eme siecle en Europe pour I'exploitation de sa
fourure. Modéliser les invasions biologiques est capital quand il s’agit
d’espéces nuisibles aux conséquences économiques considérables.

. Des especes différentes peuvent avoir des taux de dispersion différents.

93
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Dans les modeles proie-prédateur, nous avons supposé que les proies et
les prédateurs sont «bien m’élangés», si bien que la probabilité de ren-
contre entre une proie et un prédateur ne dépend pas du lieu précis :
on la prend constante dans I’habitat considéré. C’est en fait le cas dans
tous les modeles basés sur des équations différentielles. Les physiciens
parlent d’hypothese de «champ moyen». Ces différents taux de disper-
sion conduisent a des hétérogénéités spatiales dans la densité des proies
et des prédateurs, méme en 'absence d’hétérogénéité de I'environne-
ment.

Nous sommes donc conduits a I’élaboration de modeles «spatio-temporels».
Comme le temps, I'espace peut étre modélisé comme un parametre discret ou
continu. On peut construire un modele continu a la fois en espace et en temps
(équations de réaction-diffusion) ou bien discret a la fois en espace et en temps
(automates cellulaires, par ex. ). On peut trés bien avoir des modeles a espace
discret et a temps continu (métapopulations, par ex. ) ou bien I'inverse.
Disons d’emblée que les modeles spatio-temporels sont nettement plus so-
phistiqués mathématiquement que leurs homologues purement temporels. Le
but de ce chapitre est seulement d’introduire quelques idées et quelques mo-
deles de base.

6.1 Habitats fragmentés et métapopulations

Iy ades situations écologiques qui motivent la représentation de I’espace comme
un ensemble fini de sites connectés entre eux par migration. Pensons par exemple
aun archipel et a des populations d’oiseaux et leurs prédateurs. C’est un exemple
de biogéographie insulaire. Un autre type d’exemple est donné par la fragmen-
tation éco-paysagere : construction de routes, destruction de foréts pour I’agri-
culture ou subsistent des bosquets séparés par des champs cultivés, etc.

Dans de telles situations, une premiere approche est de modéliser I'écosysteme
comme une métapopulation, c.-a-d. littéralement comme une population de
populations. Plus précisément, on va représenter le systéme comme un en-
semble fini de sites ou de parcelles. La dynamique dans chaque parcelle ne va
décrire que I'évolution du nombre d’individus ou de leur densité. Les individus
ont la possibilité de migrer d'une parcelle a une autre. On pressent par exemple
que l'extinction dans une parcelle peut étre contrebalancée par une recoloni-
sation. Une question majeure est celle de la conséquence de la fragmentation
d’'un habitat sur la persistance ou |'extinction de la population.
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6.1.1 Exemples de modeles déterministes

Le premier modele de métapopulation a été introduit par Levins en 1969 [Lev69].
On considere une population vivant sur un habitat fragmenté en parcelles (pen-
sons a des iles par ex. ), certaines étant habitées d’autres inoccupées. On s’inté-
resse a la proportion de parcelles occupées en considérant un taux de colonisa-
tion et un taux d’extinction. On note p(¢) la proportion de parcelles habitées au
temps t. Le modele de Levins est donné par I’équation différentielle suivante :

dp
E(t) =cp(t)(1—p(1) —ep(t)

oll ¢ > 0 et e > 0 sont respectivement les parametres de colonisation et d’extinc-
tion.

#» Exercice 6.1.1. Etudier ce modele.

Le modele de Levins est particulierement adapté pour certains insectes de forét
vivants dans des microhabitats dispersés. Par exemple, Siitonen et Martikainen
en 1994 et Hanski et Hammond en 1995 I'ont étudié en détail pour des cocci-
nelles vivant sur des peupliers morts.

En fait, le modéle déterministe précédent peut étre obtenu comme la limite
d’'un modele probabiliste ou1 I'on fait tendre le nombre de parcelles vers I'infini.
La proportion p(t) s'interpréete donc comme une probabilité. Ceci indique que
ce modele ne peut pas étre pertinent s’il n’'y a pas assez de parcelles.

#1 Exercick 6.1.2. Expliquez pourquoi la suppresion d’'une fraction d de parcelles
conduit au modele

dr _ cp(l-d-p)-e

ar _¢P p)—ep

puis étudiez-le.

#y Exercice 6.1.3. Dans le modele de base qu'on appelle «iles-continent», on sup-
pose qu’il y a un continent en plus des iles. L'idée est que la population du conti-
nent ne peut pas s'éteindre et qu’elle alimente les iles. Le modele s'écrit

dp

a (a+cp)(1—-p)—ep.

Expliquez ce modele et étudiez-le.

6.1.2 Un modele aléatoire discret («puits-sources»)

Dans les modeles précédents on ignore la dynamique dans chaque parcelle.
Un type de modeles qui en tient compte est appelé modele «puits-sources». Le
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but de ces modeles est de prendre en compte de la qualité des parcelles en dis-
tinguant les parcelles de mauvaise qualité («puits») de celles de bonne qualité
(«<sources»). Le modele que nous allons introduire est a temps discret et a été
introduit par V. Bansaye et A. Lambert [BL12].

Dynamique locale On modélise la dynamique dans chacune des parcelles
par un processus de Bienaymé-Galton-Watson. On a deux types de parcelles :

. les sources, qui correspondent a des habitats de bonne qualité : sans
les effets de migration, la population augmenterait de facon exponen-
tielle. On les modélisera par un processus de Bienaymé-Galton-Watson
de nombre moyen de descendants M strictement plus grand que 1.

. les puits, qui correspondent a des habitats de mauvaise qualité : sans les
effets de migration, la population s’éteindrait presque stirement. On les
modélisera par un processus de Bienaymé-Galton-Watson de nombre
moyen de descendants m strictement inférieur a 1.

On suppose qu’il y a N puits et une source.

Dynamique de migration (matrice de transition) On suppose queles N puits
et la source sont reliés entre eux comme dans la figure suivante :

@“@
L@ Q‘j
@

FIGURE 6.1: Exemple de modéle puits-sources avec une source et N = 7 puits.

P

On étiquette les puits par {1,2,..., N} et la source par 0. Un individu qui se
trouve dans un puits a une probabilité g, > 0 (resp. g4 > 0) d’aller dans la par-
celle voisine de gauche (resp. de droite). Il peut rester sur place avec probabilité
1-¢gg—qq = 0. Un individu se trouvant dans la source (parcelle “0”) a une pro-
babilité pg > 0 (resp. pg > 0) d’aller dans le puits voisin de gauche (resp. de
droite). Il peut rester sur place avec probabilité 1 — pg — pq = 0.

On peut résumer la dynamique de migration a I'aide d'une matrice de transi-



6.1. HABITATS FRAGMENTES ET METAPOPULATIONS 97

tion P de taille (N + 1) x (N + 1) dont les coefficients P(i, j) sont indexés par
{0,1,...,N}:

« pouri=12,...,N, P(i,i+1)=qq, P(i,i—1) =qg et P(i,i)=1—qq— qg

(par convention on pose P(N,N +1) = P(N,0));

. pouri=0, P(0,1) =pg4, P(O,N) = pg et P(0,0)=1-pg—pg;

. les autres coefficients sont nuls.
Notons que la somme des coefficients de chaque ligne vaut 1. On dit que la
matrice est stochastique.

Dynamique de la métapopulation Nous pouvons maintenant décrire la dy-
namique globale du systéeme pour laquelle le temps ¢ est discret. A chaque gé-
nération ¢, chaque individu se reproduit indépendamment des autres et meurt.
Il donne naissance a certain nombre aléatoire de descendants selon un pro-
cessus de Bienaymé-Galton-Watson qui dépend de la nature de la parcelle : le
nombre moyen de descendants vaut m < 1 si c’est un puits ou M > 1 si c’est
la source. Chaque descendant a la possibilité de changer de parcelle indépen-
damment des autres selon la matrice P décrite précédemment.

Donc, ala génération ¢+1, une partie des descendants d'un individu d'une par-
celle i a migré dans I'une des parcelles voisines (i —1 ou i + 1). En plus des indi-
vidus qui demeurent dans la parcelle i, une partie des descendants d’individus
de parcelles i — 1 et i + 1 y arrive. Et ainsi de suite.

La question fondamentale est la suivante :

Supposons qu’au temps ¢t = 0 il y ait un unique individu dans la
source. Peut-on donner un critére d’extinction pour la population
formée de ses descendants ?

On a le théoréme suivant :

1= THEOREME 6.1 (Critere d’extinction).
La population s'éteint avec probabilité un si et seulement si

)L—,u+/1,u(/1N—uN) /IN—,uN+()Lu)N(/1—u)
M(p *Pd AN+1 _'uN+1 Pg AN+ _ IJNH

)sl

out A et u sont les racines de l'équation
mqqu®+(mq—1u+mqg =0

et
pP=El-pa—pg et q=1-qq—qg.

Nous démontrerons ce théoreme plus tard quand nous aurons a notre disposi-
tion la théorie des chaines de Markov. Constatons que ce critere n’a rien d’in-
tuitif! Il montre que ce modéle, qui semble élémentaire, est déja complexe.
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6.2 Des promenades aléatoires
aux équations de réaction-diffusion

Lobjet de cette section est de montrer comment construire une classe de mo-
deles spatio-temporels déterministes et comment les relier a des modeéles aléa-
toires tres simples qui en sont en quelque sorte la version «microscopique».
Nous laissons délibérément de coté la rigueur mathématique a plusieures re-
prises pour dégager les idées clés.

6.2.1 Des promenades aléatoires a I'équation de diffusion

Une promenade aléatoire discrete Imaginons un individu (un organisme, une
particule, etc) qui se promene le long d'une ligne droite selon la dynamique
suivante : a chaque pas de temps elle fait un pas soit vers la droite soit vers la
gauche, avec la méme probabilité, % Les pas sont indépendants les uns des
autres : a chaque instant, on tire a pile-ou-face le fait d’aller a gauche ou a
droite. Soit At le pas de temps et Ax le pas d’espace.

Autrement dit, les états de I'individu sont sa position qui est de la forme x; =
iAx et les pas se font aux temps de la forme t;,, = nAt.

Commencons par calculer la probabilité p(m, n) que l'individu soit a la posi-
tion mAx au temps nAt. Observons que cette probabilité est nulle si |m| >
n. Plagcons-nous donc dans la situation ou |m| < n. Pour atteindre la position
mAx, il faut faire ¢ pas vers la gauche et r pas vers la droite avec la contrainte
que r—¢ = m. De plus, il faut réaliser ces sauts en n pas de temps donc ¢ +r = n.
On déduit que ¢ = (n—m)/2 et r = (n+ m)/2, ce qui impose que m + n soit pair.
On pouvait s’y attendre : puisque I'individu est obligé de faire un pas a chaque
instant (il ne peut pas faire du surplace), il est clair qu'aux instants pairs il ne
peut avoir visité qu'un nombre pair de positions, tandis qu'aux instants impairs
le nombre de positions visité sera impair.

Ceci étant dit, la probabilité cherchée est

1 n!
PUm ) = ) 21— 2]l

En effet, une promenade donnée de n pas au total avec r pas vers la droite a une
probabilité égale a zin etilya facons de réaliser toutes les promenades
possibles avec ces contraintes.

n!
rl(n—r)!

#1 Exercice 6.2.1. Vérifier que pour chaque n onay ;>

—oo P(MAX, nAL) = 1.



6.2. DES PROMENADES ALEATOIRES AUX EQUATIONS DE REACTION-DIFFUSION99

Montrer en utilisant la formule de Stirlingﬂ que

2 _m?
m,n) ~\/— e 2n
Pl ) n

Passage au temps et a ’espace continus Il est clair qu’on a I'équation

quand m, n — oo.

1 1
p(m,n) :Ep(m—l,n—l)+§p(m+ 1,n-1).

En effet, pour que I'individu soit en x,,, au temps ¢, il y n’a que deux possibilités
disjointes : a l'instant ¢,,_; 'individu est soit en x,,_; soit en x,,+1. Dans chaque
cas, il a une chance sur deux d’arriver en x,, a I'instant ¢;,.

Notre but est de faire tendre simultanément Ax et At vers 0. On va supposer
que les probabilités p(m, n), changées d’échelle, vont tendre vers une fonction
deux fois différentiable (!) u(x, t) = p(x/Ax, t/At). On a donc

1 1
u(x,t) = Eu(x—Ax,t—At)+Eu(x+Ax,t—At).

Relions maintenant le taux d’accroissement temporel de u a sa variation spa-
tiale : retranchons aux deux membres de I’équation précédente le terme u(x, t—
At), puis divisons les deux membres par At :

ulx,t)—ulx,t—At) 1
AL = E(u(x—Ax, t—At)-2u(x, t—At)+ u(x+ Ax, t —At)).

Si on divise le membre de droite par (Ax)?, on voit poindre la dérivée seconde
de u par rapport a x quand Ax tend vers 0, mais on trouve un préfacteur de la
forme (Ax)?/At:

ulx,t)—u(x, t—At) 1 (AX)? (u(x—Ax,t—At)=2u(x, t —At)+ u(x+Ax, t — At)
At 2 At (Ax)? '

Nous constatons qu’en supposant!'existence de la quantité

(Ax)?
1m
Ax—0,At—0 2At

(6.1) D=

on obtient comme équation limite I’équation

2
o _ 0

6.2 . ) L
6.2) ot 0x?

1. n!~V2ann"e™
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Cette équation est bien connue en Physique sous le nom de 'Equation de la
chaleur car elle fut obtenue pour la premiere fois dans le contexte de la diffu-
sion de la chaleur dans une barre unidimensionnelle. C’est une équation fon-
damentale qui apparait dans de nombreux contextes.

Le coefficient de diffusion D peut étre vu comme la moitié du carré de la dis-
tance parcourue par unité de temps par un individu se promenant de facon
parfaitement aléatoire.

#» Exercick 6.2.2. On modifie légerement la promenade aléatoire en introduisant
un biais : on fait un pas vers la droite avec probabilité a ou un pas vers la gauche
avec probabilité 1 — a. Montrer qu’on obtient l'équation

ulx,t)—u(x, t— At B

At
D(u(x+Ax, t—At)—-2u(x,t—At)+ u(x—Ax,t—At))
(Ax)?
U(p(x+Ax, t—Af) —p(x—Ax,t—At))
2Ax
oif=1i-a etvE—Z/ZAtx.

Obtenir l'équation limite en explicitant les hypotheses a faire. Commenter les cas
p=0eta=1.

L'exercice ci-dessus qui fait apparaitre une forme gaussienne pour p(m, n)
quand m, n tendent vers l'infini suggere I'analyse suivante de la promenade
aléatoire. On peut toujours supposer que la promenade démarre en xy = 0 au
temps fp = 0 et qu'a chaque pas de temps. La position de I'individu au temps
nAt peut étre décrite par la somme X; +--- + X, de n variables aléatoires indé-
pendantes, de méme loi :

1
IP(Xk = iAX) = 5

Lespérance des X est nulle (E[X}] = 0) et leur variance commune o2 vaut

%(—Ax)2 + %(Ax)2 = (Ax)2. On peut donc appliquer le théoreme limite central
aux variables aléatoires

Y= (Xg++ X))/ (0vVn) = (X1 +-+ + Xp) (Axv/7)

ce qui donne

1 _u?
(6.3) Iim P(Y,<2)=— e 2 dw, zeR.
n—oo n ‘/2]-[_\(]);
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Ce qui nous intéresse est la probabilité que la position de I'individu au temps
t = nAt n'excede pas x, c.-a-d. , en utilisant la relation (Ax)2/At=D postulée
plus haut :

x X
PXi++X,<x)=P|Y,< =P(Yn< )
Ax\/

De (6.3) on tire donc que

’}I_I)EOIP(X1+"‘+XHSX):E_£ e

Faisons enfin le changement de variable y = (vV2D¢)w pour aboutir a la loi de
la position limite de la promenade aléatoire :

X

1 ¥
Hm P+ + X, < x) = fe—md.
n—o0 ! " \/471Dt_oo ¥

2
Lexpression (1/(vV4nDt) e~ iDi qui apparait dans le membre de droite est en
fait la solution fondamentale de I’équation (6.2). Si nous prenons cette expres-
sion comme modele pour la probabilité u(y, t) de la position de l'individu a
I'instant ¢, alors u(y,0) = 6(y), c.-a-d. que u(y,0) est la masse de Dirac en 0.
On peut vérifier que u(y, t) satisfait I'équation 0u/dt = D8*u/dy?. Si mainte-

nant I'individu démarre sa promenade au point z, on s’attend a ce u(y,t) =
2

(1/(V4nDt) e = . Enfin, supposons qu’on ne connaisse pas exactement la
position initiale de I'individu a l'instant ¢ = 0 mais qu'on se donne une den-
sité de probabilité uy(x) a cet instant. On peut s’attendre a ce que la densité a
'instant ¢ soit

u(x, ) = St up(y) d
\/n—D ey
On peut vérifier que c’est équivalent au probléme de résoudre I’équation
ou_ o
or  0x?

étant donné la densité initiale u(x,0) = uy(x). Nous nous sommes restreints a
un mouvement en dimension un car les points clés y apparaissent. Généra-
liser la promenade aléatoire précédente en dimension deux ou trois ne pose
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pas de probléeme. En considérant une promenade aléatoire symétriqueE] dé-
marrant de l'origine dans R? (d = 2,3), on trouverait que la probabilité d’étre

a une distance inférieure ou égale a r = xf 4+t xfi de l'origine au temps ¢

2
est approximativement égale a (1/(v4nDt) e~ 0. On arriverait a I’équation de
diffusion suivante :

of (62u 0%u
(6.4) —— =D

- 2
or o2 +ax§)‘Dv “

ol1 V2u est le laplacien de u.

La conclusion de ce que nous avons fait est la suivante : si nous modélisons
le mouvement d’'un individu par une promenade aléatoire qui fait des pas de
taille Ax (qui ne sont pas corrélésﬁ) aux temps nAt, alors, si nous nous placons
a une échelle de temps beaucoup plus grande que At et a une échelle d’es-
pace beaucoup plus grande que Ax, la probabilité de trouver I'individu dans un
rayon donné al'instant ¢ est bien approchée par la solution d'une équation aux
dérivées partielles déterministe, a savoir (6.4). Cette probabilité est une gaus-
sienne dont la variance est 2Dt, c.-a-d. qu’elle croit linéairement avec le temps
t. Le coefficient de diffusion 2D est la limite quand At et Ax tendent vers 0 de
(Ax)?/At.

Une question naturelle consiste a se demander quelle équation on obtiendrait
s'il y avait une corrélation entre les pas successifs de la promenade aléatoire,
contrairement a ce que nous avons supposeé.

Une autre question fondamentale est la prise en compte de la reproduction des
individus. En effet, nous n’avons pour I'instant considéré que le déplacement
pur d'un individu modélisé par une promenade aléatoire. On veut également
prendre en compte le fait qu’il se reproduit.

6.2.2 Prise en compte de la croissance de la population

Nous allons esquisser comment prendre en compte simultanément la repro-
duction d'une population et son déplacement. Pour fixer les idées, nous pre-
nons 'exemple (mentionné en introduction de chapitre) de la propagation du
Rat musqué en Europe. Au début du 20eme siécle, quelques rats musqués se
sont échapés de fermes situées en Allemagne ou ils étaient élevés pour leur
fourure.

2. en dimension deux par ex. , cela signifie que I'individu se déplace sur un réseau carré.
Les positions sont de la forme (1;Ax, nyAx) oll ny, np € Z. A chaque pas de temps, il y a quatre
positions possibles o1 I'individu peut décider de sauter. On suppose que ces quatre choix sont
équiprobables, c.-a-d. qu'ils ont une probabilité égale a i.

3. c.-a-d. qu’on peut les représenter par une somme de variables aléatoires indépendantes
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Modélisation 1l s’agit a priori d'un probléme en dimension deux mais, pour
simplifier '’exposé sans rien changer aux idées clés, supposons que nous sommes
en dimension un. On s’intéresse a la densité u(x, t) de la population de rats
musqués au temps ¢ qui se trouve en x.

Dynamique de la population Elle se décompose en deux parties : la diffusion
et la croissance de la population.
. Sionne prend en compte que le déplacement, on postule I'équation de
diffusion vue précédemment :
ou b ’u
or  ox?’
On suppose que les rats musqués se sont propagés a partir d'un point,
qu’on peut prendre a I'origine. Donc on prend 1 (x) = Ny (x).
. Sionne prend en compte que la croissance de la population en ignorant
I’espace, on fait I'hypothese la plus simple possible : il n'y a pas de com-
pétition entre les rats musqués. On prend donc un modele malthusien :

Ou_
ot

u(0, x) = up(x).

au

oua>0.
. La dynamique compléte s’obtient en additionnant le terme de diffusion
et le terme de croissance :
ou 0’ u

. —=D —; » » = .
(6.5) 37 6x2+au u(0, x) = ugp(x)

Solution du modele On peut résoudre I'équation précédente :

JC2
u(x, t) = Mo e apitat,
2vVaDt

Le lecteur peut le vérifier en substituant cette fonction dans (6.5). La figure sui-
vante montre des données réelles sur la propagation des rats musqués en di-
mension deux.

Essayons de relier la solution u(x, t) de notre modéle a ces données. Pour ce
faire, il faut se donner un seuil u en dessous duquel on considere qu’il n'y a
pas de rats musqués. C’est inévitable car pour tout ¢ > 0 on a u(x, t) > 0, donc
considérer '’ensemble {x : u(x, ) > 0} ne sert a rien. Ce n’est pas surprenant car
n'oublions pas qu’on a remplacé un nombre entier d'individus par un nombre
réel positif qui, s’il est trop petit, ne signifie plus rien (il n'y a plus d’individus!).

Nous avons la proposition suivante :
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vArea

4 } ¥ '
T 1 | T 1
1910 - 1920 1930

FIGURE 6.2: Propagation des rats musqués en Europe. A gauche : régions ol
les rats musqués ont été observés a un temps donné. A droite : racine carrée
de ces régions en fonction du temps. (D’apres Skellam, Random dispersal in
theoretical populations, Biometrika vol. 38 (1951).)

1" PROPOSITION 6.1.
Soit A(t) l'intervalle {x : u(x, t) = u} ot u > 0 est fixé. Alors
A(t) ~[-2VaD t,2vaD t] quand t — +oo.

Autrement dit, la longueur de l'intervalle A(#) est4vaD t quand ¢ > 1.

Démonstration. On s’intéresse a I’ensemble des points x tels que u < u(x, t)
pour ¢ > 0 fixé qui est un intervalleﬁ Ona

usu(x,t) < us No e—f—;ﬁ“f
- ’ — 2vVnaDt
2vaDtu _22 ot
— ————— < e 4Dt
No
1 2uvnDt
— x2<4aDt2(1— ln( = ))
(at) No
— 0
t—+00

Donc, quand ¢ tend vers +oo, l'intervalle A(f) ~ [-2VaD t,2vaD t]. C.Q.ED.

Une analyse du méme genre en dimension deux conduirait au résultat suivant :
la racine carré de 'aire ou la densité de rats musqués est plus grande que u au
temps ¢t est d’'ordre 2vwaD t lorsque ¢ tend vers +oo. C’est en accord avec les
données de la figure[6.2]

4. faites un dessin!
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Intermede En fait, il y a une «recette» générale pour passer d'un modele pu-
rement temporel a un modele spatio-temporel si on suppose que le mouve-
ment est diffusif. Pour simplifier, prenons un modele déterministe générique
en dimension un, # = f(u), qui va fournir la dynamique «locale» en un point x
donné. Pour un choix de f donné, on obtient le modele spatio-temporel

ou _p ’u + Fw
or  ox? '
Nous venons de voir le cas malthusien (f(u#) = au). Nous pourrions prendre

pour f le modele logistique :

Cette équation est connue sous le nom d’équation de Fisher qui I’a introduite
en 1937 pour modéliser la propagation d'un gene avantageux. Nous la retrouve-
rons plus tard. Mentionnons un dernier exemple, communément appelé équa-
tion de Nagumo :

ou0< Ky<K.

Justification probabiliste du modele (6.5) Larecette précédente n’arien d’évident.
Il'y aune maniere probabiliste de la comprendre au moins dans le cas de I'équa-

tion (6.5).

6.3 Notes

Le livre [CCO03] traite de I’écologie spatiale et des équations de réaction-diffusion.
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L’OBJET de cette partie est]’étude de deux types d’objets mathématiques : les
systemes différentiels et les chaines de Markov.

Les cas ou l’étude de I’évolution d'un systeme (mécanique, physique, biolo-

gique, chimique, économique, ...) se ramene a celle des solutions d'un systéme
différentiel sont assez rares : il faut que I'état du systeme puisse étre représenté
par un petit nombre de variables, que la loi d’évolution soit déterministe et de
formulation assez simple. Ces cas constituent une sorte de paradis. On se re-
trouve dans cette situation qu’apres avoir isolé parmi un grand nombre de va-
riables quelques variables pertinentes, négligé 1'effet d’autres variables et fait
d’autres approximations grossiéres. Mais un certain nombre de phénomenes
qualitatifs sont suffisamment robustes pour ne pas étre affectés par ces ap-
proximation. Lesquels ? Plus que des théorémes, une certaine familiarité avec
les systemes différentiels permettra de le dire.
Dans la premiere partie, nous avons vu que ces systéemes peuvent étre inter-
prétés comme des limites de grandes populations de modeles aléatoires. Nous
y avons également rencontré plusieurs exemples de systemes différentiels que
nous avons abordés graphiquement et numériquement. Nous nous sommes
rapidement trouvés face a des comportements qui nécessitent manifestement
un cadre mathématique adéquat. C’est'objet du premier chapitre de cette par-
tie.

Le deuxieme chapitre de cette partie est consacré aux chaines de Markov
a espace et a temps discrets. Ces processus apparaissent dans d'innombrables
applications et servent de tremplin pour étudier des processus markoviens plus
généraux, a commencer par les chaines de Markov a espace d’état discret et a
temps continu. Un exemple de chaine de Markov rencontré dans la partie|l| est
le modele de métapopulation puits-sources (chapitre|[6).
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Dynamique déterministe

a temps continu:
Introduction a ’analyse qualitative
des systemes différentiels
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7.1 Fondements

7.1.1 Systemes différentiels dans le plan

Supposons qu’'une soufflerie établisse sur une portion de plan un systeme de
courants d’air constant dans le temps et que 1'on puisse connaitre en chaque
point la direction et la force du vent (c’est-a-dire en fait son vecteur vitesse).
Si une plume est lachée en un point du plan, elle sera entrainée par le vent et
suivra une trajectoire bien déterminée; a chaque instant, cette trajectoire sera
tangente au vecteur vitesse du vent au point considéré.
Connaissant le systeme de courants d’air, que peut-on prévoir au sujet de ces
trajectoires ?
En termes mathématiques abstraits, nous nous donnons un champ de vecteurs
sur une portion du plan par deux fonctions d’une partie de R? dans IR (ses com-
posantes) : f et g.

Une trajectoire (ou orbite) sera définie par deux fonctions dérivables :

t— x(1)

t— y(t)
définies sur un interval I de R, et ces fonctions seront asujéties a satisfaire les
équations :

x=f(x,y)
y=8x,).

Nous avons rencontré déja plusieurs exemples dans la Partie |Il Par exemple,
le champ de vecteurs du modéle proie-prédateur de Lotka-Volterra est donné
par:

f(x,y)=x(a-by)
glx,y)=y(-=c+dx)

ol a, b, ¢, d sont des parametres positifs.
Le champ de vecteurs du modele proie-prédateur de Rosenzweig-McArthur est
quant a lui donné par :

f(x,y):rx(1_%)_%

cX

gy =y(5-d)

our,K,b,c,d,s sont des parametres positifs.
Dans ces exemples, le champ de vecteurs donne les vitesses instantanées aux-
quelles changent les densités des deux populations x(¢), y(£).
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A chaque instant t, I'état du systeme formé par ces deux populations est com-
pletement caractérisé par le point (x(¢), y(t)) dans le plan. Puisque les densités
de populations sont des nombres positifs ou nuls, 'espace d’état qui nous in-
téresse est le quadrant positif R?2.

Le type de probléme qui nous intéresse nous conduit a I’étude de systemes
différentiels de la forme

x=f(x,y)
y=8x,).

De tels systemes sont dits «autonomes», parce que les fonctions f et g ne dé-
pendent pas de la variable ¢ explicitement (le champ de vecteurs ne dépend
pas du temps).

Dans la suite nous supposerons que les applications f et g sont de classe
C! (c’est-a-dire continuement différentiables) sur un ouvert U de R? : ce qui
of of dg 9g
dx’ 0y’ ax’ dy
et sont des fonctions continues de (x, y). Dans les exemple précédents, [ et
g sont des fonctions polynomiales ou rationnelles (dont les dénominateurs
ne s’annulent pas dans I’espace d’états considéré). C’est une situation typique
lorsqu’on construit un modele. Mais nous verrons qu'’il est utile de penser en
termes plus abstraits, c’est-a-dire sans supposée connue |’expression du champ
de vecteurs.

signifie que les dérivées partielles existent en tout point (x, y)

Par définition, on appelle solution du systeme sur l'intervalle I de R, tout
couple d’applications (¢, ) définies et dérivables sur I, a valeurs dans U, véri-
fiant :

Vel (,{)(t) = flo@®),w(1)
y(1) = gle(),y(1).

On appelle orbite de cette solution le sous-ensemble de U :

{lo®,y(® : tel}

Les fonctions f et g sont en général non linéaires et il est rare qu'on puisse
résoudre explicitement le systeme d’équations. Cela signifie qu’on est en géné-
ral incapable de donner une expression explicite des fonctions ¢ et ¥ comme
combinaison finie de fonctions élémentaires et de leurs primitives. Mais, méme
lorsque les systemes sont résolubles, une étude qualitative permet souvent de
comprendre le comportement des solutions alors que la compléxité des for-
mules explicites les rendent difficilement utilisables.
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7.1.2 Généralisation

Comme le lecteur s’en doute, les considérations précédentes se généralisent
immédiatement a un nombre quelconque mais fini de dimensions. Un modéle
nécessitant n variables d’états et supposé étre descriptible par un systeme dif-
férentiel sera de la forme

Xi=fi(x1,...,xn), i=1,...,n
qu’on peut réécrire sous la forme condensée
X =F(X)

ol X € R est le vecteur de coordonnées (xy,...,X;) et F le champ de vecteurs
de coordonnées (f7, ..., fn)-

Mis a part la difficulté de visualiser ce qui se passe en dimension trois ou plus,
I'interprétation est la méme qu’en deux dimensions et les notions de solution
et d'orbite se généralisent sans difficulté.

7.1.3 Existence & unicité des solutions, déterminisme

L'existence et I'unicité des solutions d'un systeme différentiel ne posera aucun
probléme en pratique car nous serons toujours dans le cadre du théoreme fon-
damental suivant. Pour I’énoncer, nous avons besoin d'un point de vocabu-
laire : on dit qu'une orbite est «maximale» si elle n'est contenue strictement
dans aucune autre.

= THEOREME 7.1 (Existence & unicité).

On sedonne F : U — R" un champ de vecteurs de classe C* d’un ouvertU deR".
Alors, d’'une part, par tout point Xy de U, il passe une orbite maximale et une
seule.

D’autre part, pour tout ty € R, il existe une solution maximale ® :1t_,t. [ — R",
avec ty € 1t_, t, | telle que ®(ty) = Xo. Elle est maximale dans le sens que siV : ] —
R" est une solution telle que ¥ (ty) = Xo alors J < |t_, t [ et @(t) = V(1) pour tout
te].

QUELQUES REMARQUES.

. Le théoreme a pour conséquence immeédiate que deux orbites maximales sont
soit disjointes, soit confondues; elles ne peuvent pas se couper! C’est la défini-
tion mathématique du déterminisme : étant donné I’état du systéme a un ins-
tant donné, son évolution — passée et future — est complétement déterminée.
. Par abus de langage, on parle de la solution de X = F(X) étant donné X, ()
en sous-entendant donc qu’on considere la solution maximale.



116 CHAPITRE 7. DYNAMIQUE DETERMINISTE A TEMPS CONTINU

. Soit @ une solution définie sur un intervalle I de R. Puisque F ne dépend pas
de la variable t, la fonction translatée

O, t—O(t+a)

est également une solution définie sur le translaté de I, pour tout réel a. Toutes
ces solutions différentes auront la méme orbite. Reprenons notre exemple phy-
sique de la soufflerie mentionné au début. Si on introduit deux grains de pous-
siere au méme endroit mais a deux instants différents, ils suivront la méme or-
bite. On exprime cette propriété des systéemes autonomes en disant que les or-
bites n'y dépendent pas de I'origine des temps.

. Du point précédent il découle qu'on peut toujours considérer que la donnée
initiale Xy est pour £ =0.

. On notera souvent ®(¢; X) la solution passant par X au temps ¢ = 0. Cette
notation met en lumiere le fait qu’on peut considérer la solution comme une
fonction de la condition initiale, pas seulement comme une fonction du temps.

Le minimum qu’on puisse exiger d'un modele de populations est que les
densités ne deviennent jamais négatives ! Plus précisément, considérons la classe
des équations différentielles écologiques que nous avons introduite dans la
Partie[l]: n populations suivent I'évolution donnée par le systeme

(7.1) Xi=x;fi(x1,...,xp),i=1,...,n,

o1 les fonctions f; : R"” — R sont de classe Cl et x; =0,i=1,...,n.

Observons d’emblée qu’il y a toujours I'équilibre X* = 0 dont I'interprétation
est triviale : si toutes les densités sont nulles a un instant donné, elles vont le
rester puisqu’il n'y a pas d’'immigration.

Supposons un instant que n = 2. Observons que si par exemple x; (#y) = 0 pour
un fp donné, x; () = 0 pour tout ¢. Cela implique que le systeme va étre confiné
sur la droite x; = 0, c’est-a-dire 1’axe des x,. En fait, il va évoluer sur I'axe des
X, positifs en vertu du théoreme ci-dessus : en effet, si a un instant #; I'orbite
d'un point x > 0 passait par 0, on aurait une contradiction puisque I'orbite
maximale du point (0,0) est (0,0) lui-méme. Donc, toute densité x,(f) >0 aun
instant 7y donné le reste pour toujours. Nous pouvons raisonner en inversant
les roles de x; et x». Nous en déduisons que si pour un certain #y (x (fp), X2 (%))
est a l'intérieur du quadrant positif (c’est-a-dire x;(ty) > 0, x2(%) > 0), alors
(x1(8), x2(t)) va étre confiné dans le quadrant positif.

Le lecteur peut sans peine étendre le raisonnement précédent pour n'importe
quelle dimension 7. La conclusion est que la forme du systeme différentiel
et le déterminisme impliquent que le modele est bien défini : des densités de
populations positives ne vont jamais devenir négatives au cours du temps.
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7.1.4 Combien de temps les solutions vivent-elles ?

Nous avons pour 'instant laissé un point dans 'ombre : est-il assuré qu’'une
solution ®(t) soit définie pour tout r € R ? Autrement dit, a-t-on en fait - = —oco
et t. = +oo dans le Théoréeme [7.1]? La réponse est en général négative comme
le montre I'exemple tres simple suivant.

Soit & = x? (x € R). La fonction x — x? est bien siir différentiable donc le
théoreme d’existence et d'unicité s’applique. En fait on peut calculer explicite-
ment la solution x(¢) qui vaut xy au temps t = 0, xy étant un réel quelconque.
On trouve

X0
x(t) = .
1—xpt
Son intervalle de définition dépend de xj :
1
—00,3=| sl Xo> 0
1 .
ol +oo[ si xp<0
R si  xp =0 (auquel cas x =0).

Nous constatons donc que si xy > 0, la solution «explose» au bout du temps
texpl = xo_l.

C’est un fait général que 'unique raison qui empéche qu’'une solution soit dé-
finie pour tout ¢ € R est le phénomene d’«explosion en temps fini» :

=" PROPOSITION 7.1.
Placons-nous sous les hypothéses du Théoréme Sit, < +ooalorslimsup,_, e, 1O =
+00. Si t_ > —oo alorslimsup,_,, ||P()] = +oo.

<® NortaTioN 7.2. Si V est un vecteur dans R", nous noterons || V|| sa norme eucli-

dienne:
L
NME Zlui.
1=

La proposition précédente montre, par simple contraposition, que si on est
capable de montrer qu'il existe un réel C > 0 tel que, pour toutt € R, |D(1)|| < C,
alors ®(#) est défini pour tout ¢ € R.

Observons que la bornitude des solutions est une contrainte naturelle que I'on
a envie d'imposer a un modele. Il se trouve qu’'une telle propriété implique que
les solutions du modele sont définies pour tout temps.

Malheureusement, vérifier la bornitude des solutions n’est pas en général une
tache aisée.
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7.1.5 Orbites future et passée d’un point

Dans le cas ou la solution ¢ — ®(t; X) est définie pour tout ¢ = 0, on parle de
|'«orbite future» de X pour désigner I'ensemble {®(¢; X) : £ = 0}. De méme, on
parle de I'«orbite passée» de X en remplacant ¢ = 0 par ¢ < 0 quand la solution
est définie pour tout temps ¢ négatif. Lorsque la solution est définie pour tout
t € R, I'orbite de X est bien stir la réunion de son orbite passée et future. Un tel
jargon nous sera utile par la suite.

7.1.6 Solutions stationnaires et équilibres

Un point X* qui annule le champ de vecteurs est appelé équilibre. En vertu
du Théoreme (7.1} un tel point est a lui seul une orbite maximale et la solution
correspondante est la solution constante, appelée aussi solution stationnaire :

t— o) =X"

qui est bien str définie pour tout ¢ € R.

Il est facile de trouver des champs de vecteurs sans équilibre. Prenons par exemple
x=1+x%otxeR.

Nous avons déja rencontré de nombreux exemples d’équilibres. Pour le modeéle
proie-prédateur de Lotka-Volterra, il y en a deux: X;" = (0,0) et X;' = (1,1).

7.1.7 Portrait d’états

Puisque les orbites d'un systeme différentiel sont disjointes, elles forment une
partition de I'espace d’états. Pour avoir une bonne idée de I'allure des solu-
tions du systéme, on représente son «portrait d’états». Nous I'avons déja fait
plusieurs fois dans la partie|ll En pratique, on ne représente évidemment pas
toutes les orbites mais «suffisamment» d’entre elles. On y ajoute souvent une
information importante : le sens de parcours des trajectoires au cours du temps,
ce que I'on symbolise par des fleches. En fait on cherche surtout certaines or-
bites remarquables. Parmi les orbites remarquables figures les équilibres (solu-
tions constantes) et les orbites fermées (solutions périodiques) que nous étu-
dierons plus bas.

7.1.8 Exemple

Reprenons le modéle proie-prédateur de Lotka-Volterra (adimensionné) afin
d’illustrer les notions et les résultats qui précedent, c’est-a-dire le systéme dif-
férentiel

x=x(1-y)

y=ayx-1)
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ol a est un parametre positif.
Il y a trois solutions particuliéres qu’on obtient immédiatement :

@ @ =w(®=0;

(i) @(1) =0,y (1) = yoe *! pour tout yo >0;

(iii) w(r) =0, @(1) = xpe’ pour tout xy > 0;
Aux trois solutions (i), (ii) et (iii) correspondent trois trajectoires : (i) I'origine,
qui est un équilibre trivial du point de vue biologique; (ii) 'axe des ordonnées
positives; (iii) I'axe des abscisses positives.
Ces trois trajectoires forment le bord du quadrant positif R2 = {(x,y) e R?: x =
0,y = 0}. Seules des densités de populations positives ou nulles ont un sens. Or,
le quadrant positif est invariant (toute solution démarrant dans R2 y demeure
pour tous les temps, négatifs et positifs). En effet, le bord bd(]Ri) est invariant
et comme aucune trajectoire ne peut en croiser une autre, l'intérieur

int(R%) = {(x,y) e R*: x>0,y > 0}

est également invariant. Il existe un unique équilibre F = (x*, y*) dans int(R2),
qui se trouve a l'intersection des droites 1 — y = 0 et x — 1 = 0 (isoclines-zéro) :

F=(1,1).

Le signe de x est déterminé par le fait que y soit plus grand ou plus petit que
y*, celui de y par le fait que x soit plus grand ou plus petit que x*. Donc R? est
divisé en quatre régions LILIIL, IV (cf. fig. suivante)

FIGURE 7.1: Esquisse du portrait d’état.

Notre but est de démontrer que toutes les solutions du systeme qui corres-
pondent a des populations initiales (xo, yo) € int(IR2) sont périodiques, excepté
la solution constante (¢(f),w(t)) = (x*,y*). Cela va résulter des deux proposi-
tions suivantes.

1 ProPOSITION 7.2. Soit H : int(R%) — R la fonction définie par

Hx,y)=ax—alnx+y—-Iny.
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Alors H est constante le long des trajectoires : H(@p(t),w(t)) = Const. pour toute
solution t — (@(1),w(1)), te]t_, t:[, ot t_, t; sont les temps donnés par le Théo-
remelZ.1l

Démonstration. Lidée pour trouver la fonction H est d’éliminer le temps des
équations puis d’utiliser la méthode de séparation des variables. On a

dx_%_ x(1-y)

dv & avix=1)
dy < ay(x-1)

Jﬂl_Tydy = af%ldx,

Iny—-y=-alnx+ax+h

donc

ce qui donne

ol h est la constante d’intégration déterminée par la donnée initiale (xo, yo)-
On a donc identifié la fonction H. (On vérifie bien que H est bien constante le
long des solutions, c.-a-d. que %H (p(D),y(1)=0.) C.Q.ED.

Introduisons les fonctions H)(x) = x — x*Inx, Ha(y) = y— y*Iny de sorte
que H(x,y) = aH,(x)+ H2(y). On sait que H est constante le long des solutions.
Puisque

dH 1 x* dz H 1 x*

—_— =1, — ==

dx X dx?  x?

la fonction H; atteint son minimum en x = x*. La fonction H, atteint son mini-

mumen y = y*. (Les fonctions H; et H, sont strictement convexes.) Les graphes

de H; et H, ont la forme de fosses, donc celui de la fonction H a aussi la forme
d’une fosse et 'unique minimum de H est atteint en (x*, y*).

On observe également que H(x, y) — +oo le long de toute demi-droite issue
de (x*, y*).E]Les courbes de niveau

>0

{(x,y) eint(R2): H(x,y) = h}, h>Hx"y")

sont donc des courbes fermées. Les orbites du systéme sont incluses dans ces

courbes fermées. Reste a vérifier qu’elles sont confondues avec elles pour conclure

que les toutes les solutions sont périodiques. C’est I'objet du théoréme suivant.

1= ProposITION 7.3. Toute solution de donnée initiale (xo, yo) € int(IRfL) est bornée.
En particulier, elle est définie pour tout temps.

1. En Analyse, on dit que H est coercive.
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Démonstration. Elle va découler de la coercivité de H. On commence par ob-
server qu'il existe, d’'une part, un nombre A > 0 tel que

u
Yu> A, lnu<5.

D’autre part, on vérifie aisément qu’il existe une constante p > 0 telle que
a(x—Inx)=p et y—-Iny=p.

Ainsi, si x est en dehors du compact [0, A], alors H(x, y) > % + petsiyesten

dehors du compact [0, A], alors H(x, y) > % + p. Donc

2
0< () <max{4, ~(H(x0,30) - P} et 0<y(t) <max{A,2(H(x, ) - p)}.

C.Q.ED.

Le portrait d’états est donc formé d'un continuum d’orbites fermées autour
del'équilibre (x*, y*) (plus les trois orbites qui forment le bord du quadrant po-
sitif).

Si on prend un point (xg, yo) d'une des orbites fermées comme condition ini-
tiale, il est évident que la solution correspondante va étre périodique puisque
les solutions sont définies pour tout ¢. Cela signifie qu’il existe un réel 7' > 0 (la
période) tel que (@ (t+ T),w(t+ T)) = (p(t),y (1)) pour tout ¢.

Nous verrons que cette situation n’est pas «générique» dans le sens qu'une
«perturbation, si petite soit-elle, du champ de vecteurs détruit complétement
ce portrait.

La situation générique dans un systéme différentiel non linéaire est qu'un cycle
est «isolé» et qu’il attire (ou repousse) les solutions correspondant a des condi-
tions initiales qui se trouvent dans son voisinage («cycle limite»).

Létude des cycles et des cycles limites sera 1'objet de la Section[7.5]

#1 Exercice 7.1.1. Trouver une fonction H(x,y) constante le long des orbites du
systeme
y=xy

Les courbes de niveau H = const. sont-elles entierement parcourues par les solu-
tions ? Conclure.

7.2 Stabilité des équilibres : exemples & définitions

Soit X* un équilibre d’un systéme différentiel X = F(X), c’est-a-dire que F(X*) =
0. Dans ce cas l'orbite de X™* est lui-méme et aucune autre orbite ne passe
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par ce point. Mais rien n'empéche a priori que X* soit un point d’adhérence
d’une, plusieurs, voire méme une infinité, d’orbites. Ce qui va nous intéresser
est de connaitre I'allure des orbites au voisinage d'un équilibre. Commencons
par quelques exemples.

7.2.1 Exemples

Voici quelques exemples d’allures des solutions autour d’'un équilibre qu'on
peut imaginer :

(d) (e) ®

Dans la partie[l, nous avons rencontré les types a, b, c et d.

7.2.2 Notions de stabilité pour un équilibre

Pour un point quelconque X, nous noterons ®(; X) la solution du systeme telle
que ¢(0; X) = X.

Ondit que X* est stablesi, pour X suffisamment voisin de X, la solution ®(¢; Xy)
est définie pour tout ¢ positif et reste au voisinage de Xj.

Plus précisément :

3 DeriniTion 7.3 (Stabilité d'un équilibre).
Léquilibre X* est stable si et seulement si pour toute >0, il existe 6 = 0(€) > 0 tel
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que
VX, IX-X*I<6 = V>0, 0(tX)estdéfiniet |P(t;X)— X <e.

1= REMARQUE 7.4. Pour des raisons historiques, de nombreux livres appellent «sta-
bilité a la Liapounov» la notion que nous venons de définir.

Les cas a, b et f de la figure précédentes donnent des exemples d’allures
possibles des orbites au voisinage d'un équilibre stable. Dans les cas ¢, d et e
les équilibres sont instables. Seuls les cas b et f correspondent a des solutions
qui tendent vers |’équilibre quand ¢ tend vers +oo. Dans ces cas 13, on dit que
I’équilibre est un attracteur.

%* DerviTion 7.5 (Equilibre attractant). Un équilibre X* est un attracteur si et
seulement si il existen > 0 tel que

VX, I X-X*l<n = V>0, ®(t;X) est défini et tlir+n D5 X) - X" || =0.
—+00

Les équilibres attractants sont les attracteurs les plus simples; nous en ver-
rons d’autres types. Nous laissons au soin du lecteur de définir un équilibre
répulsif. On vient de voir un exemple d’équilibre qui n’est pas un attracteur. Il
se peut qu'un équilibre attractant ne soit pas stable. Les exemples ne sont pas
simples mais en voici deux donnés en exercice.

#y Exercice 7.2.1. Etudier le systeme

Fr=r(l-r)

0 =sin?(0/2)
ot (r,0) sont les coordonnées polaires dans le plan. Montrez ou convainquez-
vous avec une expérience numérique que (0,0) est un équilibre instable et que

(1,0) est un équilibre attractant (il attire l'orbite de tout point de R2 sauf celle de
Uorigine) mais instable.

#y ExERCICE 7.2.2. Lexemple suivant est dit a Vinograd :

. xz(y—x)+y5
X= r2(1+r4)
. yz(y—Zx)
y= r2(1+r4)

ot r* = x* + y*. Montrez ou convainquez-vous avec une expérience numérique

que (0,0) est le seul équilibre, qu'il est attractant mais pas stable.

Nous définissons enfin la notion d’équilibre asymptotiquement stable.
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%* DeriniTion 7.6 (Equilibre asymptotiquement stable).
Un équilibre est asymptotiquement stable si et seulement si il est stable et attrac-
tant.

Ces belles définitions ne nous disent pas comment s’y prendre pour dé-
terminer si un équilibre est stable ou asymptotiquement stable. Deux routes
sont possibles : soit en linéarisant le systéme au voisinage de 1'équilibre, soit
en construisant une fonction de Liapounov. C’est I'objet des deux sections sui-
vantes.

7.3 Linéarisation au voisinage d’un équilibre

Nous allons expliquer la linéarisation d'un systeme différentiel d’abord en di-
mension deux par souci de simplicité et parce que tous les phénomenes de base
s’y trouvent illustrés. Nous esquisserons ensuite ce qui se passe en dimension
plus grande, notamment avec des exemples en dimension trois.

7.3.1 Linéarisation en dimension deux: principe de base

Soit un systeme différentiel

x=f(xy)
v=gx,y)

o1 les fonctions f, g sont de classe C'. Supposons pour simplifier 1'exposition

que ces fonctions sont définies sur R? tout entier.

Soit (x*, y*) un équilibre du systeme. L'allure des orbites au voisinage de (x*, y*)

dépend de la facon dont les fonctions f et g tendent vers 0 quand (x, y) tend

vers (x*, y*).

Une idée naturelle, puisqu’on a affaire 4 des fonctions de classe C! et que 'on

se situe au voisinage d'un point, est de remplacer ces fonctions par leurs dif-

férentielles en ce point. On obtiendra ainsi un systeme différentiel plus simple

dont on peut espérer que les solutions seront «proches» (en un sens a préciser!)

des solutions du systeme donné au voisinage de I’équilibre.

Ainsi, au voisinage de (x*, y*) on a
of f

0
i * *y 4ok -J * *y % _ v%)2 _,%)2
flx,y ax(x V) (x x)+ay(x,y) (y y)+\/(x xX*)=+(y—y*)eelx,y)

_a_g * *. _ * a_g * *. _ * _ *2 _ *21
g(x,y)—ax(x V) (x x)+0y(x V) -(y y)+\/(x X )+ (y—y*)ee (x,y)

avec

lim e(x,y)= lim £'(x,79)=0
(x,)—(x*,y*) (x, )= (x*,y%)
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par définition de la différentiabilité de en (x*, y*).
Le systeme linéarisé du systéeme donné en (x*, y*) sera donc, en posant u = x —
x*etv=y-y*:

u=au+ bv
v=cu+dv
avec
_af * * _af * *
a_ax(x ¥7) b—ay(x V)
_0g . . _0g . .
C—ax(x y) d—ay(x Y.

b
La matrice (CCl ) s’appelle la matrice jacobienne du champ de vecteurs (

d
au point (x*, y*).

Un tel systeme est dit linéaire a coefficients constants. Il a le bon gotit d’étre ré-
soluble, comme nous allons le voir dans la prochaine sous-section. Nous pour-
rions nous croire complétement tirés d’affaire mais il reste une question en sus-
pend :

f(x, y))
g(x,y)

A quelles conditions les solutions du systéme initial seront-elles

«proches» des solutions du systeme linéarisé, au voisinage de I'équi-

libre (x*,y*)?
En particulier, lorsqu’on se préoccupera de stabilité des équilibres, on cher-
chera a savoir a quelles conditions un systeme linéarisé stable correspondra
a un systeme initial stable, un systeme linéarisé avec équilibre asymptotique-
ment stable a un systeme initial avec équilibre asymptotiquement stable, etc.

ne sont ni
)

nulles, ni imaginaires pures, la stabilité des équilibres du systéme se résout de
la méme maniere que celle de son systeme linéarisé. Plus précisément :
. si toutes les valeurs propres sont a partie réelle strictement négative,
’équilibre est asymtotiquement stable ;
. sil'une au moins des valeurs propres est a partie réelle strictement po-
sitive, I’équilibre est instable.
Si on ne s’'intéresse pas seulement a la stabilité mais aussi a la forme des or-
bites autour des équilibres, il faudra un théoreme plus précis qui nous dira, par
exemple, que si le systeme linéarisé s’enroule en spirale autour de I'équilibre,
alors le systeme initial, non seulement admettra cet équilibre comme attrac-
teur, mais il s’enroulera lui-aussi en spirale.

. > . [a
Nous verrons que si les valeurs propres|’| de la matrice c

2. Lelecteur non familier avec ces notions peut lire la sous-section suivante avant de revenir
a ce paragraphe



126 CHAPITRE 7. DYNAMIQUE DETERMINISTE A TEMPS CONTINU

Avant de formuler le théoreme qui satisfait notre ambition, observons que, quitte
a faire un changement de coordonnées, nous pouvons toujours supposer que
I'équilibre est a I’origine.

1= THEOREME 7.7.
Soit un systeme différentiel de classe C' défini dans un ouvert U de R? contenant

- o L . . [(a b
Uorigine et admettant l'origine comme équilibre. Soit A la matrice ( c d) du sys-
teme linéarisé a l'origine.

Si les valeurs propres de A sont distinctes, non nulles et de partie réelle non nulle,

les orbites du systeme se comportent au voisinage de l'origine comme celles du
systeme linéarisé.

La formulation de ce théoréme est volontairement imprécise : nous ne pré-
cisons pas ce que signifie «les orbites du systeme se comportent comme celles
du systéeme linéarisé». Nous allons faire un détour par les systemes linéaires
avant de reformuler proprement ce résultat fondamental.

Un point laissé en suspend par ce théoréme est le suivant : que se passe-t-
il lorsque les valeurs propres du systeme linéarisé sont imaginaires pures ? ou
lorsqu’il y a une valeur propre nulle ? Nous verrons que dans ce cas les choses
sont plus compliquées.

7.3.2 Systemes linéaires en dimension deux:
nceuds, foyers, centres, cols

Nous nous intéressons aux systemes de la forme
X=AX

a b .. ) ) b .
ouA= (c d) est une matrice a coefficients réels et X = (xl)' Lorigine est un
2

équilibre.

On peut en fait classifier tous les types d’orbites en se ramenant aux formes
«canoniques» que peuvent prendre les matrices 2 x 2 : on peut montrer que
par une transformation linéaire appropriée T, Z = T~! X (changement de base)
satisfait I'équation

Z=AZ

o0 A =T 'ATet Z = (21) Les valeurs propres de la matrice A’ sont celles de la
2

matrice A et elle possede I'une des trois formes suivantes :
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()
A = (/11 0 )
0 Ay)°
Cette forme diagonale correspond au cas d'une matrice A possédant
deux valeurs propres réelles distinctes ou une valeur propre réelle double
de multiplicité géométrique égale a deux (ce qui signifie qu'il existe deux
vecteurs propres indépendants associés a la valeur propre).

(b)
Al
I —_—
=)
Cette forme, dite «forme de Jordan», correspond au cas d'une matrice A
possédant une valeur propre réelle double de multiplicité géométrique

égale a un, c’est-a-dire que I'ensemble des vecteurs propres associés a
cette valeur propre forme une droite.

(©)
A= b pr0

Cette forme correspond au cas d'une matrice A possédant deux valeurs
propres complexes conjuguées « + i 3.

Dans ces nouvelles coordonnées, les trajectoires se calculent facilement et sont
décrites par les équations suivantes :

(a)
z1(t) = z1(0)eM?
25(1) = zp(0) e,

(b)

z1(8) = z1(0)eM + tz,(0) e
2o(1) = zp(0) e,

(c)

z1(8) = e**(21(0) cos(B1) + z2(0) sin(B1))
25(1) = €*'(22(0) cos(B1) — z1(0) sin(B1)).

Les tableaux[7.2]a[7.4]illustrent les portraits d’états en fonction de 'une de
ces trois formes et en fonction du signe des valeurs propres.
Dans ces tableaux on définit en particulier les nceuds, les foyers, les centres et
les cols pour les systemes linéaires.
Ces orbites sont représentées dans le plan (z1, z2) et dans le plan (x7, x2). Dans
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ce deuxieme cas, on montre les directions propres correspondant aux vecteurs
propres de la matrice A.

Remarquons que dans le cas ou 'une des deux valeurs propres est nulle,
I’équilibre n’est pas isolé. Le vecteur propre correspondant a la valeur propre
nulle définit une droite formée d’équilibres et toutes les trajectoires sont recti-
lignes et convergent vers ou sont issues d'un point de cette droite.

Type Allure des Allure des Conditions
sur les
de I'équilibre trajectoires (21, 20) | trajectoires (z1,z2) | valeurs propres
Noeud attractif A< A <0
Noeud répulsif 0< A <A
Col A <0< A
Equilibre A1 =0,
non isolé, attractif A2 <0
Equilibre A1 =0,
non isolé, répulsif Az >0

FIGURE 7.2: Cas o1 A’ est de la forme diagonale.

Détaillons le cas ou A possede deux valeurs propres réelles distinctes 1, et
A, avec comme vecteurs propres associés V; et V5. Soit T la matrice dont les
colonnes sont V; et V2. Donc TE; = V; pour j = 1,2 ou E; sont les vecteurs de
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Type Allure des Allure des Conditions sur
de I'équilibre trajectoires (z1, z9) | trajectoires (z1,z2) | les valeurs propres
Noeud dégénéré
. Al=X<0
attractif ' 2 <
%) x2
Z X
2
\
N’oeuc! dégénéré AL =X >0
répulsif
22 X2
{ ] F Xy
Equi!ibre: A= =0
non-isolé

FIGURE 7.3: Cas ou A’ est de la forme de Jordan.

129

la base canonique de R?. On a aussi 7! V; = E;j. En conséquence nous avons

Donc

Prenons I'exemple

(TT'AT)E; =T 'AV; = T7'(A;V))

_ -1
—ﬂjT V]

AjEj.

T 1AT =

A1 0O
0 Ay
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Type Allure des Allure des Conditions sur
de I'équilibre | trajectoires (21, 22) | trajectoires (z1,22) | les valeurs propres
. Mao=a=x5i
Foyer attractif a<0, B£0
229
N
| /.' ZI
L
£ . A]_!Q =ax ﬁi
Foyer répulsif a>0, B£0
X2
A
/ Z
NV
Ao =*p1
Centre y
B#0
22 X2
T N
'///)\> e ﬁh
RN z 147 X
&\:':/ ! &Q% !

FIGURE 7.4: Cas ou A’ a deux valeurs propres complexes conjuguées

La fonction caractéristique est A2 +31x+2 = 0, ce qui donne les valeurs propres
A =-1et A =-2.Un vecteur propre associé a A = —1 est obtenu en résolvant

aelt)- 2)9-()

ce qui donne le vecteur propre (1,1). Un vecteur propre associé a A = —2 est
(0,1). Nous avons donc une paire de solutions qui se trouvent chacune sur une
droite et qui tendent vers |'origine quand ¢ — +o0. Celle qui correspond a la
valeur propre la plus faible (la moins négative) se trouve sur la droite y = x;
I'autre se trouve sur I'axe des ordonnées. Toutes les autres solutions tendent
vers |'origine tangentiellement a la droite y = x.

Pour passer a la forme canonique, on prend T dont les colonnes sont les
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vecteurs propres :

10
r=(; 1)
c.-a-d
1 (1 0
d ‘(—1 1
On calcule
P (-1 o0 .
A=T AT—(0 _2)

La solution générale de Z = A’ Z est de la forme

_1(1 _2+(0
Z(t)=ce 1(0 + e Zt(l),

donc la solution générale de X = AX est

TZ(t) = G (1)) (Cle_l ((1)) roe™ ((1)))

1 0
_ -1 —2¢[0).
=ce (1)+02e (1)

Lapplication linéaire T transforme le portrait de phase du systeme

. -1 0
2=y )2

en celui du systéme X = AX, comme illustré sur la figure|[7.5]
T \\

FIGURE 7.5: Changement de variables T dans le cas d'un noeud attractif.

Nous pouvons en fait résumer 1'essentiel des portraits de phase possibles
sous une forme géométrique. En effet, les valeurs propres 1, et 1, d'une ma-

trice
a b
4= (c d)
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sont les racines de I’équation caractéristique
A% —(a+d)A+(ad—-bc)=0
c.-a-d.
A% —tr(A)A +det(A) = 0

ou tr(A) est la trace de la matrice A et det(A) son déterminant. Les solutions
sont données par

11_2 = %(tr(A) + \/Z)

o1 A = tr(A)? — 4det(A). Observons que A1 + A, =tr(A) et 1A, = det(A). La géo-
métrie des orbites de X = AX est donc complétement déterminée par le dia-
gramme trace-déterminant suivant :

(Q
N2

centre

foyer attractif \ foyer répulsif

al'origine

FIGURE 7.6: Classification des orbites dans le plan trace-déterminant.

[—
det(A) S
E—
foyer attractif fqyerl o le| -1
cengre  Fepulsi g !§
A>0 A<0 _ g
extérieu intérieur] de A=
neeud attractif la parabgle sur la parabole
ceu noeyd
/ / % }“/ tractif repu
/ axe origine tr(A)
g4
v, X
sur ['axe cgl\ neeud répulsif

#» Exercick 7.3.1. Etudier les orbites des systemes suivants :

|

X1=x1+2x

5(32 =—X1— X2

|

X1=Xx1+ X

Xo=—=2X1+ X2

|

Lexercice suivant préfigure la notion de bifurcation dans un cas particulier.

X1

=2Xx1+ Xy

sz = 2.)C2
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#y Exercice 7.3.2 (Passage continu d'un nceud a un foyer). Soit

x1:2x1+px2
i = 14
2—X1+(2+2)XZ

ol p est parametre réel. Etudier les orbites du systemes pour p =0.5,0.1,0,—0.5, -2.

7.3.3 ¥ Retour aux systemes non linéaires

(Le lecteur peut dans un premier temps se passer de cette sous-section et se
contenter du Théoreme(7.7]et de la figure[7.6])
Let but de cette sous-section est double :
. définir précisément les notions de col, nceud et foyer afin d’énoncer le
Théoreme|[7.7|sous une forme plus précise;
. Montrer un exemple ot I'équilibre du systéme linéarisé est un centre
alors que ce n'est pas le cas pour le systeme initial.
Nous commencons par définir précisément les notions de col, noeud et foyer
dans le cas d'un systéme de dimension deux quelconque, par analogie avec le
cas linéaire. Dans ce qui suit, on se donne un systeme différentiel

s (F=l@)
7=gx)

ot1 les fonctions f, g sont de classe C! et sont définies sur un ouvert U de R2.
On suppose que (x*, y*) est un équilibre.

Col: On dira que (x*,y*) est un col pour le systeme S s'il existe un disque D
centré en (x*, y*) et deux directions D; et D, tels que la restriction des orbites
du systeme a D vérifie les conditions suivantes :
. D ne contient qu’'un seul équilibre de S : (x*, y*).
. Il existe exactement deux orbites O; et O, de S arrivant en (x*, y*) tan-
gentiellement a Dy, de part et d’autre de (x*, y*).
. Il existe exactement deux orbites O3 et O4 de S arrivant en (x*, y*) tan-
gentiellement a Dy, de part et d’autre de (x*, y™).
. Toutes les autres orbites passant par une point de D distinct de (x*, y™)
viennent d'un point de la frontiere de D et ressortent de D.

Neeud: Ondira que (x*, y*) est un nceud attractif (resp. répulsif) s'il existe un
disque D centré en (x*, y*) et deux directions D; et D, satisfaisant les condi-
tions suivantes :

. (x*,y") estle seul équilibre contenu dans D.
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. Toutes les orbites passant par un point de D distinct de (x*, y*) abou-
tissenta (x*, y*) lorsque t tend vers +oo (resp. partent de (x*, y*) lorsque
t tend vers —oo).

. Ilyaexactement deux orbites qui aboutissent a (resp. partentde) (x*, y*)
avec une tangente de direction D;, de part et d’autre de (x*, y*).

. Toutes les autres orbites arrivent (resp. partent de) (x*, y*) tangentielle-
ment a D,.

Foyer: On dira que (x*, y*) est un foyer attractif (resp. répulsif) s’il existe un
disque D centré en (x*, y*) tel que

. (x*,y") estle seul équilibre contenu dans D.

. Toutes les orbites passant par un point M de D différent de (x*, y*) abou-
tissent a (x*,y*) (resp. partent de (x*,y*)) en coupant une infinité de
fois toute demi-droite issue de (x*, y*). Il en résulte que ces orbites s’en-
roulent en spirale autour de (x*, y*).

Théoremes Quitte a faire une translation d’axes, nous pouvons supposer que
x* =y* =0:1origine est donc I'équilibre de S que nous voulons étudier.
Au voisinage de I'origine on a:

) fx,y)=ax+by+elx,y)r(x,y)
fx,p)=cx+dy+elx,y)r(x,y)

avec r(x,y) = v/ x2+ y?, lim,_ge(x, y) =lim,_o€'(x, y) = 0.

1= THEOREME 7.8 (Un col est un col).

Soit S un systeme différentiel de classe C' admettant U'origine comme équilibre.
Si l'origine est un col pour L, c'est aussi un col pour S et les quatre solutions
admettant l'origine comme point adhérent arrivent a l'origine ou en partent sui-
vant des orbites tangentielles aux directions propres de L.

1= THEOREME 7.9 (Un nceud est un nceud).

Soit S un systeme différentiel de classe C' admettant l'origine comme équilibre.
Si l'origine est un noeud attractif non dégénéré pour £, c’est aussi un neeud at-
tractif pour S. Les solutions de S arrivent a l'origine en suivant des orbites tan-
gentielles aux directions propres de L (deux seulement y arrivent tangentielle-
ment a la direction propre correspondant a la plus petite valeur propre).

1= REMARQUE 7.10. On en déduit un théoréeme analogue pour les nceuds répulsifs
en inversant le sens du champ de vecteurs.



7.3. LINEARISATION AU VOISINAGE D’UN EQUILIBRE 135

1= TutoreME 7.11 (Un foyer est un foyer).
Soit S un systeme différentiel de classe C' admettant l'origine comme équilibre.
Si l'origine est un foyer pour L, c’est aussi un foyer pour S.

1= REMARQUES 7.12. Si l'origine n'est ni un col, ni un foyer, ni un nceud non dé-
généré pour le systeme linéarisé, on ne peut pas conclure directement, pour un
systeme de classe C*, que les orbites du systeme donné au voisinage de l'origine
ressemblent a celles du systeme linéarié.

Lorigine peut étre par exemple un centre pour le systeme linéarisé (la matrice de
L admet deux valeurs propres imaginaires pures). Nous allons voir un exemple
ot le systeme linéarisé a des orbites fermées tandis que le systeme de départ n'en
a aucune.

Dans le cas ot la matrice du systeme linéarisé a l'une au moins de ses valeurs
propres nulle, les orbites du systeme initial different totalement de celles du sys-
teme linéarisé.

Si l'origine est un noeud dégénéré pour le systeme linéarisé, les orbites du systeme
de départ peuvent étre différentes. C'est le cas ot la matrice associée a L a deux
valeurs propres égales.

Deux exemples instructifs Soit

X =-y+ex(x®+y?)
y=x+ey(x*+y%)

ol € est un parametre réel. Le systeme linéarisé est évidemment

x=-y

y=x.
Lorigine est un centre et toutes les solutions non-nulles parcourent des cercles
centrés a l'origine dans le sens contraire des aiguilles d'une montre, a vitesse

angulaire constante. (Vérifiez-le!) Mais le systeme de départ est tres différent.
En passant en coordonnées polaires il se réécrit

F=erd

6=1.
En effet, lorsque € > 0, toutes les solutions non-nulles fuient vers I'infini en spi-
ralant autour de l'origine, tandis que lorsque € < 0 elles spiralent toutes vers
I'origine. Nous voyons donc que si petit que soit le terme non-linéaire, le por-

trait d’états du systeme linéaire est bouleversé et n’a plus rien a voir avec le
portrait d’états du systeme de départ.
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Notre deuxiéme exemple est le suivant :

{J'c =x?
y=-y.
Le seul équilibre est |'origine. Le portrait d’états est radicalement différent de
celui du systeme linéarisé
{x:o
y=-vy

pour lequel tous les points de I’axe des abscisses sont des équilibres, tandis que
toutes les autres solutions parcourent les droites verticales x = const. et tendent

vers ’axe des abscisses.

FIGURE 7.7: Portrait d’états pour & = x?, y = —y.

7.3.4 Linéarisation en dimension quelconque

Notre but est seulement d’esquisser ce qui se passe en dimension plus grande
que deux.

Systemes linéraires Soit
(7.2) X = AX.

oll1 A est une matrice n x n a coefficients réels et X € R" est le vecteur (co-
lonne) de coordonnées xi,...,x,. Formellement les solutions de ce systeme
s’obtiennent immédiatement par analogie avec I'’équation unidimensionnelle
X=axouaestunréel:

D(1; Xo) = e X

4 c’est la matrice définie par

Le point est de donner un sens a e’
2 +oo tk pk
t r "A
eA=ld+ A—+ A2—+...=2 ) —.
1! 2! =0 k!
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On peut aussi la définir ainsi :

A n
e = lim (Id+—) .

n—+oo n
#» Exercice 7.3.3. Justifier le fait que e'? est bien défini.

Observons que les solutions sont définies pour tout ¢ € R.

Les valeurs propres de A peuvent étre réelles ou complexes. Lorsqu’elles
sont complexes, elles apparaissent par paires conjuguées. Les composantes ¢; (1)
dela solution de sont des combinaisons linéaires (a coefficients constants)
de fonctions de I'un des types suivants :

. M si A est une valeur propre réelle de A;
. e%cos(bt) et e sin(bt), c.-a-d. la partie réelle et imaginaire de et?, si
W= a+ib estune valeur propre complexe de A;
. theM, ou tieM cos(bt) et t/ e} sin(bt), avec 0 < j < m, sila valeur propre
A ou u a pour multiplicité m.
Notons qu’'une valeur propre complexe p introduit une partie oscillatoire dans
les solutions. Ces solutions seront «amorties» si et seulement si a < 0.

Pour justifier les assertions précédentes, il nous faudrait faire une excursion
dans I’Algebre linéaire. Le lecteur est prié de consulter le livre [HSD04] ou il
trouvera tous les détails.

Puits, sources, cols 1l est évident que I'origine est un équilibre pour E] Il
y a a priori tout un zoo de comportements des orbites autour de I'origine, ce
zoo étant d’autant plus grand que la dimension 7n est grande. Néanmoins trois
situations du cas n = 2 se généralisent naturellement. Lorigine est

. un puits, si les valeurs propres ont toutes une partie réelle négative, c.-
a-d. les A et les a sont négatifs. Dans ce cas, e’ — 0 et e’ — 0 quand
t — +oo. Donc l'origine est un attracteur.

. une source, si les valeurs propres ont toutes une partie réelle positive.
Dans ce cas I'origine est un répulseur.

. un col, si certaines valeurs propres se situent a gauche et d’autres a droite
de 'axe imaginaire dans le plan complexe C, mais qu’aucune ne se situe
sur 'axe imaginaire. Les orbites dont les solutions aboutissent a 1’ori-
gine, quand ¢ tend vers +oo (resp. quand ¢ tend vers —oo), forment un
sous-espace vectoriel appelé le sous-espace stable (resp. sous-espace in-
stable). La somme directe de ces deux sous-espaces est R".

En dimension deux (n = 2), nous avons raffiné la description des puits et des
sources en distinguant les noeuds et les foyers, attractifs et répulsifs.

3. C’estle seul équilibre si et seulement si le déterminant de A n’est pas nul.



138 CHAPITRE 7. DYNAMIQUE DETERMINISTE A TEMPS CONTINU

Stabilité de I'origine Dans le cas des systémes linéaires, la question de la sta-
bilité asymptotique de I'origine est plus simple que dans le cas général. En ef-
fet, pour savoir si l'origine est stable, il est nécessaire et suffisant de vérifier si
lim; .o ®(£; Xp) = 0. On a le critere suivant :

15" THEOREME 7.13.
Lorigine est asymptotiquement stable si et seulement si toutes les valeurs propres
de A ont une partie réelle strictement négative.

Lidée de la démonstration est trés simple : les coefficients de e’ sont des com-
binaisons linéaires de termes de la forme t"eti? o1 A j € C estune valeur propre
de A et v est un entier positif ou nul. Il est alors clair que pour que fous ces
termes tendent vers 0, lorsque ¢ tend vers +o00, il est nécessaire et suffisant que
Re(A;) <0 pour tout j.

Quelques portraits d’états en dimension trois. Voici quelques exemples de
comportements de systemes linéaires

X =AX
X
avec X =\|y|.
z
Si
2 0 0
A=10 1 0
0 0 -1

on a le portrait suivant :

Lorigine est un col dont le sous-espace instable est le plan (x, y) et le sous-
espace stable I'axe des z.
Un puits a I'allure suivante :

L'exemple suivant est un «col-spirale». Il est donné par le systéme

-0.1 1 0
X=| -1 -01 0|X
0 0 1
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FIGURE 7.8: Un systéme avec un «col-spirale»

Systemes non linéaires Soit X = F(X) avec F de classe C! et X € R". On note
fj les composantes de F. Supposons que I'origine est un équilibre. (E|) Comme
en dimension deux, I'idée de base est d’espérer que localement autour de 'ori-
gine 0, le systéme linéarisé va qualitativement donner 'allure des orbites du
systéme initial. Le systéme linéarisé est X = AX avec

0fi 0f1
O 5y, O
A= : :
O0fn O0fn
d_xl(o) E(O)

Le théoreme|7.7|se généralise en dimension n quelconque. Il dit en substance
que si 'origine est soit une source, soit un col, soit un puits, c.-a-d. si aucune
valeur propre de A n’a de partie réelle nulle,E] alors les orbites du systéme se
comportent au voisinage de I’origine comme celles du systeme linéarisé. La for-
mulation mathématique précise est appelé le théoreme de Grobman-Hartman
(cf. sous-section[7.8.4).

Les valeurs propres qui se trouvent sur 1’axe imaginaire correspondent a des
solutions «dégénérées» : une valeur propre égale a 0 correspond a sous-espace
d’équilibres, tandis qu'une paire de valeurs propres imaginaires pures +ib cor-
respond a un sous-espace de trajectoires périodiques de période 27/ b.

4. S'il y a un équilibre X*, on peut toujours le ramener a I'origine par un changement de
coordonnées.
5. Un tel équilibre est appelé hyperbolique dans le jargon des équations différentielles.
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Puits non linéaire et critere de Routh-Hurwitz Terminons cette section parle
résultat qui étend le Théoreme aux systemes différentiels généraux, c’est-
a-dire non linéaires. Sa démonstration repose sur les fonctions de Liapounov
que nous allons introduire dans la section suivante.

1= THEOREME 7.14 (Stabilité asymptotique d’un puits non linéaire).
Soit
X=FX) (XeR"

avec F un champ de vecteurs de classe C3. Supposons que X* est un puits pour
le systeme linéarisé, c'est-a-dire que toutes les valeurs propres A; de la matrice
jacobienne évaluée en X™* ont une partie réelle strictement négative. Alors il existe
un voisinageV de X* tel que pour tout X €'V et tout t =0

[P X) - X | <e Y| X -X*|
ot 0 < a <min{|Re(A;)|}. En particulier, X* est asymptotiquement stable.

1= REMARQUE 7.15. Le théoreme précédent donne une condition suffisante mais
nullement nécessaire pour la stabilité. Lexemple élémentaire x = —x°> (x € R)
Uillustre.

Des la dimension n = 3, il n'est en général pas simple de calculer les valeurs
propres. Or seuls les signes des parties réelles des valeurs propres nous inté-
ressent pour étudier la stabilité d’'un équilibre. Il y a heureusement un critere
permettant de vérifier facilement si les valeurs propres ont une partie réelle
strictement négative, sans avoir a les calculer : c’est le critere de Routh-Hurwith.

Soit
PO =A"+a A T+ aoA 2+t a,_ A +a, =0

un polynome de degré n avec des coefficients a; réels. Définissons les n ma-
trices suivantes, dites de Hurwitz :

Hl = (al)!
H, = a1 1

2= as as )

a 1 0

H3: a3 a2 ap|,...,
as 4 as



7.4. FONCTIONS DE LIAPOUNOV 141

ay 1 0 0 ... 0
as a ai 1 ... 0
Hiy=| @5 ay ay as ... 0 e
Q2k-1 A2k—2 A2(-3 A2f—4 ... Af
a; 1 0 0 ... O
a3 a2 a7 1 ... 0
Hn: . . . . . .
0O 0 ... ... 0 ay

ou le coefficient (¢, m) de la matrice Hj est donné par

Aoo_m SIi 0<20—-m<n,
1 si 2¢=m,
0 si 26<mou?2f>n+m.

1= THEOREME 7.16 (Critére de Routh-Hurwitz).
Toutes les racines du polynéme P(A) ont des valeurs propres de partie réelle né-
gative si et seulement sidet(H;) > 0 pour j =1,2,...,n.

On peut trouver la démonstration de ce théoreme dans le livre de Horn & John-
son [HJ13|.

Pour I'appliquer a un systéme différentiel X = F(X) dont I'origine est un équi-
libre, on le linéarise pour obtenir le systtme X = AX. On suppose que det(A) #
0 (I'origine est le seul équilibre du systeme linéaire). Les valeurs propres sont
les racines du polynéme P (A1) = det(A — Ald).

Dans le cas n = 2, nous avons vu plus haut que P(A) = A2 —tr(A)A+det(A), donc
a1 = —tr(A) et ap = det(A). Les conditions du théoréme donnent det(H;) = a7 >
0 et det(Hy) = (Cgl
haut (cf. figure[7.6), puisque a; >0 < tr(A) <0etay >0 < det(A) >0.

1 , .
a,| = a1 On retrouve donc ce qu’on avait obtenu plus
2

#1 Exercice 7.3.4. Vérifier que pour n = 3, on trouve les conditions a; >0, asz >0
etaias > as.

Pour n = 4, vérifier qu'on a les conditions a; >0, az >0, aq4 > 0 et aa2a3 >
ag +alay.

7.4 Fonctions de Liapounov

Les fonctions de Liapounov sont un outil trés puissant pour étudier la stabilité
et la stabilité asymptotique d'un équilibre d'un systeme X = F(X) sans avoir a
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connaitre ses solutions. Comme il est tres rare de les connaitre en pratique, c’est
un point crucial. Le prix a payer est qu'il n'y a pas de recette générale pour fabri-
quer ces fonctions. L'expérience et 'ingéniosité accumulées par les praticiens
des systemes différentiels nous permettront d’en obtenir dans de nombreuses
situations.

Les fonctions de Liapounov permettent d’étudier la stabilité d’équilibres dans
des situations ou1]’analyse linéaire ne fonctionne pas. Méme si le systeme linéa-
risé nous donne des informations, elles ne sont que locales, c’est-a-dire qu'on
apprend le comportement qualitatif des orbites dans un voisinage d'un équi-
libre. Ce voisinage est la plupart du temps implicite. Les fonctions de Liapounov
permettent dans certains cas d’estimer le bassin d’attraction d'un équilibre X*
asymptotiquement stable, c’est-a-dire I’ensemble des points X tels que ®(z; X)
tend vers X ™ lorsque ¢ tend vers +oo.

Hypothése Dans cette section, on se donne un systeme
(7.3) X=FX)

oll F: R" — R" est un champ de vecteurs de classe C'. (ﬁ) Nous supposons
qu'’il existe un équilibre X* (c.-a-d. F(X™) =0).

3 DerintTion 7.17 (Fonction de Liapounov).

Une fonction de Liapounov pour le systeme est une fonction scalaire L:V —
R d'un ouvert V de R™ qui est de classe C' et qui est décroissante le long des
solutions dont les orbites sont contenues dans'V.

Introduisons la notation suivante :
L(X) =(VL(X), F(X))

ol1 (-, - est le produit scalaire dans R". Observons que L peut étre calculé direc-
tement a partir de F, sans intégrer les équations.

Si ®(t; X) est la solution de passant par X au temps ¢ =0, alors par la regle
de dérivation des fonctions composées :

dL(d(; X " oL
M Z—(q)([ X)) <Pz(t X)

= <VL(X),F(X)>
= L(®(t; X)).

6. Afin de ne pas alourdir le texte, on suppose que F est défini dans tout R”. Si F n’est défini
que sur un ouvert U de R", les notions et résultats de cette section s’étendent sans difficulté.
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Donc L est la fonction dérivée de L le long des solutions du systéme. En parti-

dL(®(5X))
dt

culier, " L(X). Donc une fonction de Liapounov a la propriété que

L(X) <0 pour tout X € V.
Le théoreme donne une condition suffisante pour qu’un équilibre soit stable et
une condition suffisante pour qu'il soit asymptotiquement stable.

= THEOREME 7.18.

Supposons que admette une fonction de Liapounov L :V — R avec X* €'V
(cest-a-dire que L(X) <OVXeV).

. Si L(X) > L(X™*) pour tout X € V\{X"}, alors X* est stable.

. Si, de plus, L sannule seulement en X*, alors X* est asymptotiquement stable.

En I'honneur de A. Liapounov, qui a introduit ces idées, la coutume est d’appe-
ler ce théoréme le «théoréme de stabilité de Liapounov».

Une question naturelle se pose : peut-on donner une condition suffisante
sur la fonction de Liapounov pour que X* soit globalement asymptotiquement
stable ? Autrement dit, nous voulons montrer que dans certains cas la solution
de toute condition initiale tend vers X* quand ¢ tend vers +oo.

1= ProposiTION 7.4 (Stabilité asymptotique globale).

Plagons-nous sous les hypotheses du théoreme précédent qui assurent que X*
est asymptotiquement stable. Supposons qu’'on peut prendreV = R". Si en plus
L(X) — +oo lorsque | X|| — oo, alors X* est globalement, asymptotiquement
stable. En particulier, pour tout X € R", ||®(t; X) — X*|| — 0 quand t — +oo.

En pratique, L est convexe, ce qui implique la propriété de 'énoncé de la
proposition.

Exemples Illustrons ce théoreme avec quelques exemples. Soit

xX=y
y=-x+ex’y

ol (x,y) € R? et e € R est un parametre. Lorigine est le seul équilibre.

Si € = 0 le systeme est linéaire et il est facile de vérifier que toutes les orbites
(a part (0,0)) sont des cercles concentriques centrées en (0,0). Autrement dit,
pour chaque (xo, yo) # (0,0), la solution correspondante (¢(¢),y(t)) parcourt
un cercle d’équation x? + y? = xg + yg. Lorigine est évidemment stable.
Lorsque € # 0, la linéarisation nous dit que 'origine est un foyer attractif quand
€ < 0 ou un foyer répulsif quand e > 0. Voyons si la fonction L(x, y) = x* + y? est
une fonction de Liapounov :

L(x,y) = 2(xy +ex?y? — xy) = 2ex?y>.
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Il est évident que L satisfait les hypotheses du Théoreme|7.18|si € < 0 et comme
L(x,y) — +oo quand x? + y?> — oo, l'origine est globalement, asymptotique-
ment, stable.

Reprenons le modele proie-prédateur de Lotka-Volterra adimensionné

x=x(1-y)
y=ayx-1)

ol a est un parametre positif. Seul le quadrant positif (qui est invariant, rappelons-
le) nous intéresse. Nous avons montré plus haut que la fonction H : int(R2) —

R telle que H(x,y) = a(x —Inx) + y —Iny) est constante le long des solutions,
c’est-a-dire H(x,y) = 0.

Ons’'intéresse al’équilibre (x*, y*) = (1, 1) qui est 'unique équilibre a I'intérieur
du quadrant positif. On a H(x,y) > 1+ a pour tout (x,y) € int(R?)\{(1,1)}. Le
théoréme s’applique avec L = H. Bien s{ir, nous n’avons pas besoin de ce théo-
reme pour conclure que (1, 1) est stable car on a montré que toutes les orbites a
I'intérieur du quadrant positif (a part (1, 1)) sont des courbes fermées entourant
(1,1).

Nous allons constater que la fonction H légérement modifiée est une fonc-
tion de Liapounov pour le modéele proie-prédateur de Lotka-Volterra avec com-
pétition entre les proies et entre prédateurs :

(7.4) {x—x(l X)—xy

y=yl=y+px—-ay).

Nous supposons que les droites d’équation 1 —x—y=0et —y+fx—-ay =0
s'intersectent en un point unique (x*, y*) al'intérieur du quadrant positif; c’est
le seul équilibre a part I’équilibre (0, 0). Soit

Lix,y)=Bx-x*Inx)+y—-y*Iny  ((x,y) €int(R2)).

La fonction L a toutes les propriétés requises pour conclure par le Théoréeme
[7.18|que X* = (x*, y*) est asymptotiquement stable. De plus, on peut appliquer
la Proposition car L est une fonction convexe. Donc, pour tout X € int(R?),
la solution (¢(t; X), ¥ (t; X)) tend ver X* quand ¢ tend vers +oo.

#» Exercice 7.4.1. Montrer que les solutions de (7.4) sont bornées donc définies
pour tout t € R.

Le modele (7.4) est souvent défini sans compétition entre prédateurs, c’est-
a-dire avec a = 0. En effet, la présence du terme —ay® ne change qualitative-
ment rien a la dynamique des prédateurs en I'absence des proies : il ne fait
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qu’accentuer leur déclin. Prendre a = 0 pose par contre un probleme pour
obtenir la stabilité asymptotique de X*. En effet, on constate que L(x, y) =
—pB(x — x*)? donc L s’annule sur 'ensemble {(x,y) € R?: x = x*,y > 0}. Il est
difficile de croire que X* ne vas pas étre asymptotiquement stable et d’ailleurs
une expérience numérique le confirme. En fait le Théoreme|7.18|n’est pas assez
général pour traiter cette situation pourtant simple! Le lecteur curieux pourra
découvrir un théoréme beaucoup plus général dans la sous-section qui
permet de conclure. Le prix a payer est un cadre plus abstrait.

7.5 Solutions périodiques, cycles et cycles limites

Nous allons étudier un autre type d’orbites remarquables, les «cycles», qui sont
les orbites associées a des solutions périodiques. Nous en avons vu un exemple
plus haut avec le modeéle proie-prédateur de Lotka-Volterra mais c’est un exemple
spécial a plusieurs égards.

Nous avons étudié précédemment des systemes ou un équilibre peut attirer
des solutions. Ce qui va nous intéresser ici est la situation ou c’est un cycle qui
«attire» les solutions correspondant a des conditions initiales situées dans son
voisinage : il s’agit d'un «cycle limite» stable.

7.5.1 Solutions périodiques et orbites fermées (cycles)

On se donne un champs de vecteurs F : U — R” d'un ouvert de R” de classe
C'. Supposons que ¢ — ®(f) n'est pas une solution stationnaire et qu'il existe
deux instants #; < f, tels que

(1) = DP(1).

Posons T = t; — t; > 0. Il suit du Théoreme [7.1] que ®(¢ + T) = ®(¢) pour tout
t € R. On dit que la solution est périodique de période T. L'orbite associée est
nécessairement une courbe fermée ou cycle.

#vExercicE 7.5.1. Démontrer que l'orbite d’'une solution périodique est une courbe
fermée.

#» Exercice 7.5.2 (Les solutions périodiques n’existent pas en dimension un).
Soit
x=f(x), xelR.

Montrer qu’il ne peut y avoir de solution périodique.
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Il est facile de construire un exemple en dimension deux avec des solutions

périodiques :
xX=-y
y=x.

Voici le portrait d’états de ce systéeme :

7z
=

#» Exercick 7.5.3. Soit X = AX un systeme différentiel linéaire dans R" (A est
une matrice réelle n x n). Supposons que le systéeme possede une solution pério-
dique (donc une orbite fermée). Montrer que le systeme admet un continuum de
solutions périodiques (c’est-a-dire une famille a un parametre de solutions pé-
riodiques).

N

7.5.2 Cycles limites

Pour des systémes non linéaires, un cycle est typiquement isolé et controle
le comportement des solutions associées a des conditions initiales proches, de
la méme fagon qu'un équilibre controéle le comportement des solutions asso-
ciées a des conditions initiales proches. On a donc une situation tres différente
de celle des systemes linéaires.

Dans le plan, 'exemple le plus simple de cycle limite est donné par le sys-
teme le suivant :

i=—-y+ax(1-x*-y?
y:x+ay(1—x2—y2)

ol a est un parametre réel. Voici une esquisse de son portrait d’états pour a >
0:
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Cet exemple a en fait été concu en coordonnées polaires (x = rcosf,y =
rsinf) dans lesquelles il a un expression trés simple :

. 2
(7.5) {r—ar(l re)

0=1.

Les variables r et 8 son découplées. On a une équation pour r qui ressemble a
I’équation logistique : si on part avec 0 < ry < 1, r(¢) va croitre pour tendre vers
1 quand ¢ tend vers +oo; si on part avec ro > 1, r(t) va décroitre pour tendre
vers 1 quand ¢ tend vers +oo.

Dans le plan (x, y), toutes les solutions (exceptée I'origine) approchent donc
le cercle d’équation x* + y* = 1 en tournant a vitesse constante, dans le sens
contraitre des aiguilles d'une montre puisque 0(t) = 0y + ¢ (mod 2x). Le cercle
de rayon 1 centré en (0,0) est bien ce qu’'on a envie d’appeler un cycle limite
stable. Nous laisson le lecteur vérifier ce qui se passe quand «a < 0 (le cercle en
question devient un cycle limite instable).

#» ExeRCICE 7.5.4. Vérifier que le passage en coordonnées polaires donne bien le

systeme (7.5).

Voici la définition générale d'un cycle limite (pour un systeme de dimension
quelconque). Elle dit en substance qu'un cycle est une cycle limite s’il existe au
moins une condition initiale en dehors du cycle telle que la solution associée
est attirée vers lui quand ¢ tend vers +o0o ou —oo.

3 DEFINITION 7.19.

Un cycle limite T" est un cycle (l'orbite d’'une solution périodique) ayant la pro-
priété qu'il existe au moins un point X ¢ I', un point Y € I' et une suite de temps
(tn), tendant soit +oosoit vers —oo, tels que |®(t,; X) - Y| — 0.

Cette définition est assez compliquée. Expliquons pourquoi.
Le premier point est que cela n’a pas de sens de dire que ®(¢; X) va tendre vers
I' quand ¢ tend vers +oo ou —oco. En effet, 'orbite de X s’enroule autour de I'.
Mais étantdonné Y € I', on peut trouver une suite de temps ¢, telle que ®(z;; X)
s’approche indéfiniment de Y.
Le second point est que la définition recouvre les exemples comme celui qu’on
adonné ci-dessus (cycle limite stable ou instable) mais aussi le cas «semi-stable»
qui est illustré par I'exercice suivant.
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#y EXERCICE 7.5.5. Esquisser le portrait d’états du systeme

i=-y+x(1-x%-y*?
y=x+y(l—x*-y?>

7.5.3 Théoreme de Poincaré-Bendixson

Pour des systemes de dimension deux, nous avons un remarquable théo-
reme qui permet de montrer |'existence d'un cycle limite dans certaines situa-
tions. Pour le formuler, nous avons besoin d’'une nouvelle notion, celle d’en-
semble w—limitelZ] d'un point :

¥* DermviTion 7.20 (Ensemble w-limite).

Soit X € R?. Un pointY € R? est l'w-limite de X s'il existe une suitet; < t> < ...
telle que lim;_ t; = +00 et telle que lim;_. o ®(t;; X) = Y. La collection des
points qui sont une w-limite de X s'appelle l'ensemble w-limite de X et on le note
w(X).

Quelques commentaires s'imposent avant de poursuivre. (Fj) Lanotiond’en-
semble w-limite est valable en toute dimension.
1l découle de la définition que si X est un point par lequel passe I'orbite de X,
o (X) = w(X), de sorte qu’on parle indifféremment de 'ensemble w-limite d’'un
point ou de 'orbite qui passe par ce point.
Intuitivement, les voisinages des points qui se trouvent dans w(X) sont visités
par l'orbite de X méme apres des temps arbitrairement longs.
Un exemple élémentaire montre que ’ensemble w-limite d'un point peut étre
vide. (P])
En pratique, nous considérons des modeles ou les solutions sont confinées
dans un ensemble compact. Donc les ensembles w-limites correspondants con-
tiennent au moins un point.
Nous connaissons déja deux exemples basiques d’ensembles w-limites : un équi-
libre est sa propre w-limite, tout comme un cycle. Nous en rencontrerons de
nombreux autres.

& THEOREME 7.21.

Soit F un champ de vecteurs sur R?. Soit X € R? tel que son orbite future est
contenue dans une région compacte (en particulier, t — ®(t; X) est borné pour
tout t =0). Alors, si w(X) ne contient pas d'équilibre, c’est un cycle.

7. Prononcez “oméga-limite”.

8. Dans la Section nous étudierons en détail les propriétés des ensembles w-limites.
Nous verrons aussi un pendant naturel des w-limites : les a-limites.

9. Considérer x =1sur R
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Le théoréeme est souvent appelé le théoreme de Poincaré-Bendixson.
Lapplication la plus intéressante de ce théoreme est I'existence d'un cycle li-
mite. Il nous faut une notion supplémentaire pour formuler une variante du
théoreme qui donne une condition suffisante pour qu’au moins un cycle limite
existe.

¥* DermviTioN 7.22 (Ensemble invariant).

Une partie S < R? est dite invariante dans le futur (par rapport au systéme X =
F(X)) si l'orbite future de tout point X € S est contenue dans S. L'invariance dans
le passé se définit en prenant t < 0.

Un exemple trivial d’ensemble invariant est un équilibre ou bien un cycle
(dans le futur comme dans le passé). Dans le plan, un exemple plus intéressant
est la région délimitée par un cycle : en vertu de I'unicité des solutions d'un
systeme différentiel, la solution pour une condition initiale a 'intérieur d'un
cycle ne peut pas «s’échapper». Nous avons vu plus haut que I'orthant positif
R? est invariant pour un systeme différentiel de la forme x; = f;(x1,...,x,), i =
1,...,n.

Enfin, on peut montrer qu'un ensemble w-limite est «invariant dans le futur» :
siY ew(X), ®(t;Y) € w(X). Autrement dit, w(X) est une union d’orbites.

Une région annulaire est une partie du plan homéomorphe a un anneau
compris entre deux cercles concentriques, I'un de rayon 1 I'autre de rayon 2.
Par homéomorphe, nous voulons dire que c’est une déformation continue bi-
jective, dont I'inverse est continu, qui permet de passer de 'un a 'autre.

= THEOREME 7.23.

Si on trouve une région annulaire invariante dans le futur pour I'équation X =
F(X) et que cette région ne contient pas d’équilibre, alors S contient au moins un
cycle. Si, en plus, un point a lU'intérieur de S se trouve dans l'orbite future d'un
point du bord de S, alors S contient au moins un cycle limite.

Ce théoreme est un corollaire du théoréme précédent.

Lidée générale pour appliquer ce théoréme est de trouver une région comme
celle de la figure, c’est-a-dire une région annulaire (sans équilibre) telle que le
champ de vecteurs soit entrant dans cette région. GEométriquement, cela si-
gnifie qu’en chanque point du bord, le champ de vecteurs pointe vers l'inté-
rieur. Dynamiquement, cela équivaut au fait que toute solution associée a une
condition initiale sur le bord a son orbite future dans l'intérieur de la région
annulaire. On dit que cette région est attractante.

#1 EXERCICE 7.5.6. Reprendre le systeme

x=y
y=-x.
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St I
/4

Soit D le disque de rayon et de centre (0,0). Monteer que D est invariant dans le
futur mais n'est pas attractant.

Nous pouvonsiillustrer le théoréme précédent avec I’exemple ci-dessus (que
nous avons pu analyser directement), a savoir

i=-y+ax(1-x*-y?

y=x+ayl-x?-y>).
On construit S avec les cercles concentriques de centre (0,0) de rayons % et 2.
Le seul équilibre (0,0) n’est pas dans S. Calculons le produit scalaire du vecteur

normal aux deux cercles et du champ de vecteurs. Le vecteur normal a un cercle
d’équation x? + y? = r? s'obtient en calculant le gradient de la fonction (x, y) —

2x\ . . .
x>+ y2 ; C’est donc ( Zy) (ou (x, y) appartient au cercle). Ce vecteur pointe vers

I'extérieur du disque dont ce cercle est le rayon. On obtient
2(x% + yz)(l - x* - yz)

qui est bien une quantité positive sur le cercle de rayon % et négative sur le
cercle de rayon 2.

Une autre situation courante ou s’applique le théoréme|7.23|est celle ot on
trouve une région attractante qui contient un seul équilibre répulsif.

7.5.4 Critere de Dulac

Au lieu de chercher a montrer I'existence d'un cycle limite, on peut vouloir
montrer qu’'un systéme n'admet pas de cycle. Une condition suffisante de non
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existence d'un cycle est basée sur la divergence du champ de vecteurs.

Si F(X) = (f(x’y)), X = (x) on note
g(x,y) ¥y

of

divF(X) = —
ivF(X) ox

0g
(X) + —(X).

dy
Observons que divF(X) n'est rien d’autre que la trace de la matrice jacobienne
évaluée au point X.

15" TuforiME 7.24 (Critere de Bendixson).

Soit F un champ de vecteurs de classe C' défini dans une région E simplement
connexe du plan. @ Si la divergence de F nlest pas identiquement nulle et
ne change pas de signe dans E, alors le systétme X = F(X) n'admet aucun cycle
contenu entierement dans E.

Démonstration. Nous allons raisonner par contradiction. Supposons que I' =
{®(1; X),0 < t < T} soitun cycle entierement conten dans E. Notons S I'intérieur
de I' et appliquons théoréme de Green :

ff didexdy:f(fdy—gdx) =
S r

T
= [(fr-gidt
0

T
= [(fg-ghde=o.
0

Si divF n’est pas identiquement nul et ne change pas de signe dans S, 'inté-
grale double est soit positive soit négative (par continuité de divF). Mais dans
les deux cas, il s’agit d'une contradiction. Donc, il ne peut exister de cycle en-
tierement inclus dans E. C.Q.ED.

#1 EXERCICE 7.5.7. Démontrer qu'un systeme linéaire

X=ax+by
y=cx+dy

ot a+d # 0 ne peut admettre de cycle limite. Que se passe-t’il dans le cas ol
a+d=07?

10. Cela signifie intuitivement que E n’a pas de «trou». Mathématiquement, cela signifie que
tout lacet contenu dans E est homotope a un point.
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Malheureusement, le théoreme précédent ne suffit pas en pratique mais Dulac
a heureusement trouvé une généralisation puissante :

15" TuroreME 7.25 (Critere de Dulac).

Soit F un champ de vecteurs de classe C' défini dans une région E simplement
connexe du plan.

S'il existe une fonction B : R?> — R strictement positive et de classe C! telle que
la divergence div(BF) ne soit pas identiquement nulle et ne change pas de signe
dans E, alors il ne peut exister aucun cycle entierement inclus dans E.

Si A est une région annulaire contenue dans E dans laquelle div(BF) ne change
pas de signe, alors il existe au plus un cycle limite dans A.

La premiére partie du théoreme vient du fait que le champ de vecteurs BF
fabriqué a partir de F en le multipliant par la fonction de Dulac B a les mémes
orbites! Ce qui est modifié est la paramétrisation des orbites, pas leur nature
géométrique. Lorsque nous avons adimensionné des modéles, nous avons fait
une reparamétrisation trés simple qui consistait a changer d’'unité de temps
(typiquement, t — bt, b > 0), c.-a-d. que le temps était dilaté ou contracté par
un facteur uniforme, indépendant de X.

La seconde partie découle d'une application judicieuse du théoreme de Green.

7.5.5 Application aux systéemes différentiels écologiques avec
deux populations

Nous avons vu que le modele proie-prédateur de Lotka-Volterra admet un
continuum de cycles qui correspondent a des solutions tournant autour de
I’équilibre qui se trouve a l'intérieur du quadrant positif. Nous avons vu d’autres
modeles de la forme

7.6) {x =x(a+bx+cy)

y =yld+ex+fy)

oua,b,c,d,e, f sont des parametres réels positifs ou négatifs. C’est un cas par-
ticulier de modeles ou les taux d’accroissement par individu x/x et y/y sont des
fonctions affines. Nous n’avons constaté aucun exemple avec des cycles isolés,
c.-a-d. des cycles limites. En utilisant les résultats précédents, nous allons dé-
montrer qu'un modéle de type ne peut pas admettre de cycle limite :

1" THEOREME 7.26.
Un systeme de la forme (7.6) n'admet aucun cycle isolé, donc pas de cycle limite.

Démonstration. Nous ne considérons que le quadrant positif (qui est inva-
riant dans le futur). Supposons qu'il existe un cycle y (qui est donc contenu a
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lintérieur de R2). Une conséquence du théoréme de Poincaré-Bendixson est
qu’il doit nécesairement exister un équilibre situé a l'intérieur de y. Donc, les
droites

a+bx+cy=0 et d+ex+fy=0

doivent s’intersecter en un unique point a 'intérieur du quadrant positif. En
particulier

(7.7) bf—ce#0.

Nous appliquons maintenant le critere de Dulac avec la fonction
B(x, y) — xa—lyﬁ—l

ol les parametres « et § seront spécifiés dans un instant. Posons

P(x,y)=x(a+bx+cy) et Qx,y)=y(d+ex+[y)

et calculons la divergence du champ de vecteurs (gg) :

i(BP)+E(BQ) =
0x 0y B

0 0
= a[x“yﬁ_l(a+bx+cy)] + @[x“_lyﬁ(d+ex+fy)]

=ax® P Y a+bx+cy) + x%yP b+ Bx* T yP N d + ex+ fy) + xOTLYP f
=Bla(a+bx+cy)+bx+pd+ex+fy)+fy]

Nous choisissons maintenant a et  de sorte que

ab+ fe=-b
ac+pf=-f.

C’est possible a cause de (7.7) et conduit a
0 0
—(BP)+ —(BQ)=6B
ax( ) ay( Q)

avec

d=aa+dp.

Par le critere du Dulac, nous avons forcément que 6 = 0 et donc

—i(BP) = i(BQ)
0x ~ dy '
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Or, cette derniere équation est précisément la condition d’intégrabilité pour le

B P)' Donc il existe une fonction scalaire H définie dans

I'intérieur du quadrant positif telle que

B
champ de vecteurs (

o _
ox

OH _

7.8 — =-BP.
(7.8) 3y

BQ;

Alors la dérivée de t — H(p(t), ¢ (1)) le long d’'une solution (¢(1), ¥ () satisfait
I’équation

H 6H_+0H, PQ(B-B)=0
= —X _— = — = U.
0x oy Y
Si un cycle existe, comme nous 1'avons supposé, il est forcément entouré par
d’autres cycles, donc aucun cycle ne peut étre isolé. C.Q.ED.

#» ExerciCE 7.5.8. Montrer que la constante § dans la démonstration précédente
est la trace de la jacobienne évaluée a I'équilibre situé dans int(R?).

#» ExercICE 7.5.9. Montrer que le systeme a un continuum de cycles si et
seulement si les valeurs propres de la matrice jacobienne évaluée a l'équilibre
situé dans int(R2) sont imaginaires pures (c.-a-d. si6 =0 et bf — ce > 0). (Indi-
cation : calculer la hessienne de H.) Montrer que trois types de portraits de phase
sont possibles.

7.6 Sur la stabilité structurelle

L'idéede stabilité structurelle est tres naturelle pour la modélisation : il s’agit
de demander a un modele d’étre robuste quand on perturbe son champ de vec-
teurs autour de valeurs censées décrire un phénomene réel. Malheureusement,
les aspects mathématiques pour rendre précise cette idée deviennent rapide-
ment treés techniques.

Enongons grossierement un résultat dans cette direction :

1" PROPOSITION 7.3.

Soit F : R" — R un champ de vecteurs suffisamment de fois différentiable. Si
tous les équilibres sont des puits, des sources ou des cols, si tous les cycles sont
stables ou instables et s'il n'y a pas connexions entre des cols, alors le champ de
vecteurs est structurellement stable.

Linstabilité structurelle correspond a la notion de bifurcation que nous allons
introduire dans la section suivante.
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7.7 Bifurcations : rudiments
Dans cette section, nous considérons un systeme
X=FX,a)

ol, pour simplifier, a est un nombre réel. En général, @ peut représenter plu-
sieurs parametres, c.-a-d. que c’est un vecteur.

Nous allons examiner quelques exemples de bifurcations : la bifurcation noeud-
col, la bifurcation fourche et la bifurcation de Hopf. Dans les deux premiers
exemples, le nombre de points d’équilibre change avec a; dans le troisieme
exemple, un point d’équilibre stable devient instable en donnant naissance a
un cycle limite.

7.7.1 Bifurcation noeud-col

Soit x* est un point d’équilibre pour x = f(x, @), x € R. Si %(x*, a) #0, alors de
petits changements apportés a a ne changent pas la structure locale autour de
x* :I'équation
x=f(x,a+e)
posséde un point d’équilibre x*(€) qui varie continiment avec € pour € petit.
Cette intuition, qui résulte de I'inspection des graphes de f(x,a + €) pres de
x*, peut étre rendue rigoureuse par une application directe du théoréme des
fonctions implicites. Autrement dit, en dimension un, une bifurcation ne peut
apparaitre que si x* n’est pas hyperbolique, c.-a-d. si % (x*,a)=0.
Considérons I'équation
x=f(xa) =x*+a
qui n'a qu'un point équilibre, x = 0, quand a = 0. Observons que %(O, 0)=0
mais que %’;(0,0) # 0. Lorsque a > 0, il n'y a aucun point d’équilibre puisque
f(x,a) > 0 pour tout x. Mais pour a <0, il y a une paire de points d’équilibre
x1(a), x2 (). Autrement dit, @ = 0 est une valeur de bifurcation pour ce systeme.
Quand « passe par la valeur 0 apres avoir pris des valeurs négatives, les deux
points d’équilibres entrent en «collision» et disparaissent. Le terme «collision»
est approprié car la vitesse a laquelle se rapprochent les points d’équilibre, c.-a-
d. %xm (@), tend vers I'infini quand «a tend vers 0. La figure suivante représente
le diagramme de bifurcation.
Il est évident que la bifurcation peut avoir lieu dans «l’autre sens» (considérer
% = a - x?). Lexemple précédent a déja été rencontré sous une forme légere-
ment différente. En fait, ce type de bifurcation est générique en dimension un
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a=-x*

FIGURE 7.9: Bifurcation noeud-col en dimension un.

lorsqu’il n'y a qu'un seul parametre, I'exemple & = f(x,a) = x*> + a en étant la
forme dite «<normale».

1= THEOREME 7.27. Supposons que x = f(x,a), x € R, soit telle qu'il existe x* et a
tels que

1. f(x*,a9)=0;

2. L (x*,a0)=0;

3. 2L, a0) £0;

4. %(x*,ao) #0.

Alors une bifurcation noeud-col a lieu pour la valeur a et, localement autour de
x*, le systéme est topologiquement équivalent soit a x = a — x>, s0it 4 % = a + x°.
Qui plus est, les conditions 3 et 4 sont génériques.

Nous ne préciserons pas ici ce que signifie le terme «générique» et ren-
voyons le lecteur intéressé a [Kuz04].

#1 Exercick 7.7.1. Etudier le systeme
X1 = xf +a
Xo=—Xp

lorsque a varie. On esquissera en particulier les portraits de phase typiques. (Cet
exemple est la «version» en dimension deux de l'exemple précédent et illustre
lorigine du nom «noeud-col» donné a cette bifurcation.
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7.7.2 Autres exemples en dimension un

Nous proposons a titre d’exercices d’explorer deux autres types de bifurcations
en dimension un : la bifurcation «fourche» et la bifurcation «transcritique».

#y Exercice 7.7.2. Etudier le systeme
i=ax—x3, xeR

lorsque a € R varie. (Une bifurcation de ce type est appelée bifurcation «fourche».)

#1 Exercice 7.7.3. Etudier le systeme
f=ax-x* xeR

lorsque a € R varie. (Une bifurcation de ce type est appelée bifurcation «trans-
critique».)

7.7.3 Exemple: quotas de prélévement
On considere le modeéle suivant
(7.9) x=x1-x)—-h, (x>0).

On peut l'interpréter comme une population dont on préléve une partie a un
taux constant (pensons a la péche dans 'océan). La parametre & > 0 (quota) est
associé a une bifurcation nceud-col.
La figure suivante montre le graphe de fj(x) = x(1 — x) — h dans trois cas diffé-
rents:0<sh<1/4, h=1/4eth>1/4.

ol

P 05
h<1/a
h=1/4

h=1/4

FIGURE 7.10: Quelques graphes des fonctions fj(x) = x(1 — x) — h.

Si la valeur de h n’est pas tres élevée, c.-a-d. si 0 < h < 1/4, il existe deux équi-
libres correspondant aux deux racines de f;. Le point le plus a gauche x =
(1-v1-4h)/2 estinstable. Si pour une cause ou une autre (péche excessive ou
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maladie) la population x(f) venait a descendre au-dessous de ce point, elle se-
rait condamneée a disparaitre a court terme. L'autre équilibre x = (1+v1—-4h)/2
est stable; c’est I'état stationnaire de la population.

Lorsque h passe par la valeur 1/4, les deux équilibres précédents fusionnent
précisément pour h = 1/4, puis disparaissent quand h > 1/4. Pour h = 1/4, on
a un équilibre instable x = 1/2. A une telle vitesse et pour un stock initial suffi-
samment élevé, il est mathématiquement possible de puiser dans cette popu-
lation aussi longtemps que 'on veut; néanmoins une fluctuation vers le bas,
si petite soit-elle, des effectifs stationnaires se traduirait par une extinction de
cette population au bout d'une intervalle de temps fini.

Si h>1/4,iln’y a pas d’équilibre et la population sera épuisée au bout d'un
temps fini. En effet, x < —m, m > 0, donc pour toute densité initiale xp, on a
@(t) < —mt+ xp: @(t) sannule au temps ¢,,, = x—ng
#1 ExercICE 7.7.4. Esquisser quelques solutions dans chacun des cas (h < 1/4, h =
1/4, h>1/4).

1= REMARQUE 7.28. L'équation est obtenue de l'équation logistique en ajou-
tant le terme constant —h. Si l'intégration de la premiere est simple, celle de la
seconde, bien que possible, est plus difficile. Elle conduit a des formules assez
lourdes dont I'analyse est malaisée. Par contre, l'approche qualitative que nous
avons adoptée fournit facilement quasiment toute l'information utile.

7.7.4 Bifurcation de Hopf/d’Andronov-Hopf

Dans les exemples précédents, une bifurcation a lieu quand le systeme linéarisé
a une valeur propre nulle. Un autre cas fondamental est celui ol le systeme li-
néarisé n’est pas hyperbolique car il posséde une paire de valeurs propres ima-
ginaires pures (conjuguées) : c’est la bifurcation dite de Hopf.

Nous allons commencer par I'exemple canonique suivant :

X1 =ax;—X2— X1 (xf + x%)

(7.10) . 2, ,2 }

X2 = X1+ axe — X2 (x7 + x5).
Ce systéeme a un équilibre x; = xp = 0 (pour tout @) en lequel la matrice jabo-

bienne est
a -1
=1 )

qui admet les valeurs propres A, » = @ +i. En introduisant la variable complexe
zZ = X1 + ixp, on obtient '’équation

Z=X1+iXp=a(x;+ixy)+i(xg+ixe)—(x1+ ixg)(xf + x%).
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Sous la forme complexe, le systeme (7.10) devient

z=(a+1i)z—zlz|

0

En utilisant la représentation z = re'? on obtient

z=7e"% +rife’.

Par identification /e + rife'® = re'® (a +i—-r?), donc la forme polaire de (7.10)

est
{f =r(a— r2)

6=1.

Sous cette forme, les bifurcations sont faciles a analyser car les équations pour r
et 0 sont découplées. La premiere équation possede I'équilibre r = 0 ('origine)
pour toutes les valeurs de a. En fait, 'origine est le seul équilibre puisque 6 # 0.
Quand a < 0, l'origine est linéairement stable : c’est un foyer attractif puisque
r(a —r?) <0 pour tout r > 0. Dans ce cas, toutes les solutions convergent donc
vers l'origine. Quand a = 0, l'origine est (non-linéairement) stable. Quand «a >
0, 'origine est linéairement instable (foyer répulsif) et nous avons 7 =0si r =
va. Puisque la seconde équation décrit un mouvement de rotation a vitesse
constante, le cercle de rayon /a est donc une solution périodique de période
27. Nous avons également i > 0si 0 < r < v/a, tandis que 7 < 0 si r > /a. Donc,
toute solution qui n’est pas issue de I'origine «spirale» vers cette solution pé-
riodique. En conclusion, a la valeur de bifurcation, I’équilibre demeure mais il
perd sa stabilité quand a devient positif et un cycle limite stable nait. Les fi-
gures suivantes (fig. et résument la discussion précédente de deux
manieres différentes.

X2 X2 X2

I
—

a<0 =0 a>0

FIGURE 7.11: Une bifurcation de Hopf.

#y Exercice 7.7.5. Etudier les bifurcations du systéme

X1 = axy — Xp + X1 (x5 + x5)
X2 = X1 + axp + Xp(x% + x5).
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X

Xz

FIGURE 7.12: Diagramme d’une bifurcation de Hopf.

En particulier, quelle est la stabilité de l'origine quand a =0 ?

La question naturelle est de savoir si un systeme de la forme

{561 = fi(x1,x2, @)

X2 = fo(x1, %2, @).

ayant un équilibre pour toute valeur de a et dont la matrice jacobienne en ce
point posséde deux valeurs propres complexes conjuguées dont la partie réelle
s’annule pour une valeur a, présente une bifurcation de Hopf. On peut tou-
jours se ramener au cas ou I'équilibre est I'origine et @y = 0. Nous avons le
théoréme suivant.

1= THEOREME 7.29 (Forme normale de la bifurcation d’Andronov-Hopf).
Tout systeme planaire générique

(7.11) X=FX,a), XeR? acR

ayant pour la valeur a = 0 I'équilibre X = 0 avec comme valeurs propres

associées
A1,2(0) = 2iw(0), w(0) >0,

est topologiquement conjugué dans un voisinage de l'origine a l'une des
formes normales suivantes :

=00 50 eoton (3
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Il'y a deux conditions de généricité. L'une est trop technique pour étre pré-
sentée ici. L'autre est une condition de transversalité. C’est la condition que la
dérivée par rapport a a de la partie réelle commune des valeurs propres soit
différente de 0 en (0, 0).

7.8 ¥ Compléments

Cette section peut étre ignorée par le lecteur car elle n'est pas nécessaire, a
quelques exceptions pres, pour les applications de la Partie Son contenu
est de deux sortes : il y a, d'une part, des énoncés précis de théoremes aux-
quels nous avons fait allusion plus haut et, d’autre part, des notions et des ré-
sultats dont le but est de satisfaire la curiosité. Dans la premiére catégorie, on
trouve par exemple I'énoncé du théoreme de linéarisation (communément ap-
pelé le théoréeme de Grobman-Hartman). Dans la seconde catégorie, on trouve
par exemple la classification des types de comportements possibles pour des
systemes de dimension deux, qui est une extension naturelle du théoreme de
Poincaré-Bendixson (Théoréme Ou bien une généralisation puissante du
théoreme de Liapounov (Théoreme(7.18).

7.8.1 Ensembles limites

Nous avons défini plus haut les ensembles w-limites pour des champs de vec-
teurs en dimension deux lorsque nous avons étudié le théoreme de Poincaré-
Bendixson. La notion d’ensemble w-limite est générale et nous allons énoncer
les propriétés de tels ensembles. En renversant le temps, on a la notion duale
d’ensemble a-limite.

On se donne un systéme X = F(X) (X € R") avec F de classe C'.

¥* DerNiTioN 7.30 (Ensembles limites).
Lensemble w-limite d'un point X (ou de son orbite) est l'ensemble des points dont
Uorbite de X s‘approche arbitrairement pres lorsque t tend vers +oo :

w(X) = { lim ®(z;; X) : t; — +o0 et la suite est convergente }

1—00

En renversant le temps (t — —t) on définit

a(X) = { lim ®(z;; X) : t; — —oo et la suite est convergente }
1—00

1= REMARQUE 7.31. Le nom de ces ensembles limites vient de la premiere et derniére

lettre de U'alphabet grec : « est le début, d’ott les solutions viennent; w est la fin,

where ot les solutions vont.
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Avec la définition précédente, w(X) est]’ensemble vide si la solution ¢ — ®(¢; X)
n’'est pas définie pour tout ¢ = 0 ou s’elle tend vers I'infini avec t. De méme, a(X)
est vide si la solution n’est pas définie pour tout ¢ < 0 ou s’elle tend vers I'infini
avec t.

#y Exercice 7.8.1. Pour l'équation différentielle x = x, x € R, déterminer w(x)
pour tout x.

#» Exercict 7.8.2. Pour l'équation différentielle x = x(1 — x), x = 0, déterminer
w(x) et a(x) pour tout x = 0.

#» Exercice 7.8.3. Soit le systeme différentiel linéaire X = AX, X € R". Dans le cas
ou l'origine est un puits, déterminer w(X) pour tout X.
Quand lorigine est un col, déterminer a(X) et w(X) pour tout X.

Nous rassemblons les propriétés des ensembles limites dans le théoréme
suivant. Nous dirons qu’'une partie M de R” est invariante dans le futur (par
rapport au champ de vecteurs F) si pour tout X € M, {®(t; X), t = 0} < M. Lin-
variance dans le passé est définie de maniere évidente et on dira que M est
invariant s’il est a fois invariant dans le passé et le futur.

1= THEOREME 7.32.
Supposons que M soit une partie invariante et compacte pour le systéme X =
F(X). Alors pour tout X € M, l'ensemble w(X) est :
. nonvide;
. fermé. On peut l'écrire w(X) = Nz {®@(s; X) : s = 1} ;
. invariant, c.-a-d. que Y € w(X) = ®(t;Y) € w(X) pour tout t = 0, ce qui
signifie que w(X) est une union d’orbites;
. connexe; (Eb
. d(®(t; X),w(X)) — 0 quand t — +oo. ([
Lensemble a(X) a les mémes propriétés (il faut renverser le temps (t — —t)).

#» ExercicE 7.8.4. Démontrer le théoreme précédent. Pour la connexité, on pourra
raisonner par contradiction.

7.8.2 Retour sur les fonctions de Liapounov

Lutilisation la plus courante des fonctions de Liapounov est I’étude de la stabi-
lité asymptotique d'un équilibre X : si on est capable de construire une fonc-
tion de Liapounov et de montrer que L(X) s’annule uniquement pour X = X*,

11. Unensemble E n’est pas connexe s'il existe deux ouverts U, V tels que UNV = &, E c UUV,
EnNU#3,ENV#0.
12. Pour une partie E < R, on note d(X, E) = infyeg | X — Y|, la distance de X a E.
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on a gagné (Théoreme|7.18).

Mais que se passe-t-il quand il y a plusieurs équilibres qui annulent L? On ai-
merait conclure que la solution tend vers 'un d’eux. Pire encore, que se passe-
t-il si 'ensemble des points oll s'annule L ne contient pas que des équilibres ?
Peut-on utiliser les fonctions de Liapounov pour montrer I’existence d'un cycle
limite stable 2 De maniere encore plus générale, quel est le lien entre I’ensemble
w-limite d’un point et 'ensemble des points qui annulent £.?

Le théoreme suivant, appelé communément le «principe d’'invariance de Krasovskii-
LaSalle», répond a toutes ces questions.

On consideére un champ de vecteurs F: R” — R" de classe C! et X = F(X).
Nous dirons que «L est une fonction de Liapounov sur un ouvert U de R"» si L
est continue sur U (la fermeture de U) et L(X) <0 pour tout X € U.
Introduisons I'’ensemble des points ou1 L s’annule :

K={XelU:LX) =0}

Enfin, soit J est le plus grand sous-ensemble invariant dans le futur contenu
dans X

15" THEOREME 7.33.
Si L est une fonction de Liapounov sur un ouvert'U et que l'orbite future de X est
bornée et contenue dans U, alors w(X) < J.

15 REMARQUE 7.34. Nous laissons le lecteur écrire le théoréeme dans le cas des en-
sembles a-limites.

Enoncons quelques corollaires utiles.

15" COROLLAIRE 7.35.

Si L est une fonction de Liapounov sur louvert U= {X e R": L(X) < p} (p € R
donné) et que U est borné, alors pour tout X € U, d(®(t; X),J) — 0 quand t — +oo
(toute solution de condition initiale dans U s'approche de J arbitrairement pres
avec le temps).

=" COROLLAIRE 7.36.
Si L — +oo lorsque || X|| tend vers +oo et queL < 0 sur R™ alors toute solution est
bornée et s‘approche arbitrairement pres de J avec le temps.

Observons que si L <0sur U\{X*} alors J = {X*} et le corollaire nous donne la
stabilité asymptotique de 'équilibre X* énoncée dans le théoreme de Liapou-

nov[7.18
Revenons a 'exemple du modele proie-prédateur avec compétition entre
proies étudié dans la section[7.4]:
Xx=x(1-x)—-xy
y=yy+px).
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Nous n’avions pas pu conclure a la stabilité de I'équilibre non trivial (x*, y*)
avec le théoreme dont nous disposions. La fonction de Liapounov L que nous
avions trouvée est telle que L(x, y) = —B(x — x*)?. Avec les notations ci-dessus,
ona

iK:{(x,y)EIRZ:x:x*,y>0} et J={x*y"}

doncle Théoreme nous permet de conclure que (x*, y*) est asymptotique-
ment stable. I I'est globalement grace au Corollaire([7.35]

7.8.3 Ensembles limites en dimension deux

Le théoreme de Poincaré-Bendixson vu plus haut nous enseigne que si ®(; X)
est borné pour tout ¢ = 0 et que w(X) ne contient pas d’équilibre, alors w(X) est
un cycle. Nous pouvons faire un pas de plus et caractériser tous les ensembles
w-limites possibles d'un champ de vecteurs en dimension deux. Pour simpli-
fier, nous supposons que le champ de vecteurs n’a qu'un nombre fini d’équi-
libres. Ce n’est nullement une restriction en pratique car tous nos modeéles sont
donnés par des champs de vecteurs dont les composantes sont des fonctions
polynomiales ou rationnelles (dont les dénumérateurs ne s’annulent pas). Par
contre, rester dans le cadre des champs de vecteurs C! permet des comporte-
ments qui sont pathologiques de notre point de vue.

Afin d’énoncer le théoreme de classification, il nous manque une définition
d’'un objet que nous n’avons pas encore rencontré : un cycle hétérocline. Nous
verrons plus tard un modele de compétition cyclique avec trois populations qui
contient un tel objet.

On dit d'une orbite dont I'ensemble a-limite est un équilibre Y et dont I'en-
semble w-limite est un équilibre Z qu’elle connecte Y et Z. On parle de connexion
hétérocline. Nous autorisons que Y = Z. Dans ce cas, on parle de connexion
homocline. Si Xj,..., X, sont des équilibres et qu'il existe des orbites yy,...,y4
qui les connectent de telle sorte que X; = a(y;) et X;+1 = w(y;), avec la conven-
tion que X441 = X, 'ensemble formé de ces équilibres et de ces connexions
hétéroclines s’appelle un cycle hétérocline.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme suivant :

15 TuroriME 7.37 (Classification des ensembles limites en dimension deux).
Soit F : R? — R? un champ de vecteurs qui a un nombre fini de zéro, c.-a-d. que
X = F(X) a un nombre fini d’équilibres. Soit X € R? tel que que son orbite est
contenue dans un région compacte. Alors w(X) est soit :

1. un équilibre
2. uncycle

3. un cycle hétérocline.
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Terminons par un exemple de cycle hétérocline.

{x =sinx(-0.1cosx—cos y)

y=siny(cosx—0.1cosy).

Le point (/2,7/2) et les points (0,0), (0,7), (7, ) et (;,0) font partie des équi-
libres. Les quatre derniers font partie d'un cycle hétérocline qui est le carré dont
ils sont les sommets. Si X # (7/2,7/2) est pris a I'intérieur de ce carré, son en-

semble w-limite est ce carré.
- j (7, 7)

Sy

FIGURE 7.13: Autre exemple de cycle hétérocline.

7.8.4 Théoreme de Grobman-Hartman & théoreme de la va-
riété stable

Le théoreme suivant affirme qu’au voisinage d'un équilibre, un systeme diffé-
rentiel est topologiquement conjugué a son systeme linéarisé pourvu que sa
matrice n'ait pas de valeur propre de partie réelle nulle. Quitte a translater les
axes de coordonnées, on suppose que I'équilibre est I’origine.

= THEOREME 7.38 (Grobman-Hartman).
Soit F: R"™ — R" un champ de vecteurs de classe C' tel que F(0) = 0. Soit

dfi dfi

E(O) e E(O)
A= : :

0fn Ofn

a_xl(O) e E(O)

la matrice jacobienne de F au point 0. On suppose qu'aucune valeur propre de A
n'a de partie réelle nulle (équilibre hyperbolique).

Alors il existe deux ouverts U etV de R" contenant 0 et un homéomorphisme
h: U — V qui envoie bijectivement les orbites de X = F(X) sur celles de Y =
AY dansV = h(U) en préservant la paramétrisation du temps. Plus précisément,
pour chaque X € U, il existe un intervalle I c R contenant 0 tel que pour tout
tel, onah(®(;X)) = e h(X).
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Un exemple Soit le systeme

. 2
(7.12) {x_x+y

y=-y.

Il possede un unique équilibre, ’origine. Voici son portrait d’états :

N
=

FIGURE 7.14

Le systeme linéarisé est évidemment

X=x
(7.13) { .
y==y

Nous avons un systeme qu'il est facile de résoudre car les variables sont décou-
plées : 'origine est un col. Laxe des ordonnées est le sous-espace stable, celui
des abscisses, le sous-espace instable.

Nous avons de la chance : le systeme de départ est également soluble. La
seconde équation y = —y donne () = ype~ !, qu’on substitue dans la premiére
équation pour obtenir

X=x+yie
Par la méthode standard, on trouve que toute solution est de la forme

1
@) = cel — ge_Zt,

ol ¢ est une constante d’intégration. La solution cherchée est finalement

_ 1.2y 6 _ 1.2 ,-2¢
@0 =(xo+3yp) e —35pe
y(t) = yoe "

Si yo =0, la solution est ¢(f) = xpe’, w(t) = 0, comme dans le systeme linéarisé.

Par contre, aucune condition initiale prise sur 'axe des ordonnées (a part |'ori-

gine) ne donne naissance a une solution qui y demeure et tend vers 1'origine.
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En effet, le champ de vecteurs sur I’axe des ordonnées est ( y2, —¥), quin’est pas
paralléle a cet axe. En fait, tous les vecteurs non-nuls y pointent vers la droite.

Il est facile de trouver une courbe qui passe par l'origine et sur laquelle les
solutions tendent vers (0,0) : c’est la courbe implicite donnée par I’équation
X+ % y? = 0 dans R?. En effet, si une condition initiale (xo, yo) est prise sur cette
courbe, la solution (¢(#), ¥ (1)) satisfait donc I'équation

(P(t) — _%yge—Zt
w(t) = yoe "

puisque xo + % yg = 0. Observons que ¢(t) + %(w(t))2 = 0 pour tout ¢, donc la
solution demeure pour tout temps sur la courbe en question. Qui plus est, cette
solution tend vers |'origine quand ¢ — +o0o. Notons que la courbe x+ % y? =0est
tangente a l’axe des ordonnées al'origine. Autrement dit, cet axe qui est le sous-
espace stable de I'origine pour le systeme linéarisé se déforme pour devenir
cette courbe qu’'on appelle une variété stable. La figure ci-dessus suggere
que le sous-espace instable de I'origine pour le systéme linéarisé ne se déforme
pas. En général ce sous-espace se déforme lui aussi et on I'appelle une variété
instable.

Cet exemple suggere un phénomene général décrit par le théoreme suivant.

1= THEOREME 7.39 (Théoréme de la variété stable).
Soit F : R" — R" un champ de vecteurs de classe C' possédant un équilibre X*
hyperbolique. Plus précisément, supposons que la matrice A du systeme linéarisé
(cf. Théoreme[7.38) a k valeurs propres de partie réelle strictement négative et
n — k valeurs propres de partie réelle strictement positive.
Alors il existe une variété différentiable WS, = W5 .(X™) de dimension k avec les
proprétés suivantes :

. elle est tangente en X* au sous-espace stable E* du systtme X = AX ;

. pourtoutt=0,®(;WS)c WS ;

loc loc’

. pourtout X e W3, lim;_ ;oo ®(t; X) = X*.

oc?
De méme, il existe une variété différentiable W = W
qui jouit des proprétés suivantes :
. elle est tangente en X* au sous-espace instable E' du systeme X = AX ;
. pourtout t<0,®(;Wi)c W ;

. pour tout X € W, lim,_._o, ®(£; X) = X*.

oc’

(X*) de dimension n—k

On a utilisé la notation suivante : si R est un sous-ensemble de R”, on note
d(;R) = {(D(t; X):Xe€ R}. On fait donc évoluer tous les points de '’ensemble
en méme temps.

Les variétés WS, et W, s’appelent respectivement la variété stable locale et la
variété instable locale associées a X*.
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7.9 Notes

Ily a de trés nombreux livres sur les équations différentielles. Ils contiennent
tous une démonstration du théoreme[7.1] Citons par ex. [Arn88, [Chi06, HSD04,
HW95| Per01]. Concernant le théoreme|7.18, nous conseillons [Hal80].
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8.1 Introduction

Un processus stochastique est une famille de variables aléatoires (X;: t € T) ou
t s'interpréte comme le temps. Les processus stochastiques servent a décrire
I’évolution de quantités biologiques, physiques, économiques, etc, qu’on mo-
délise par des variables aléatoires.

On choisit T = INy quand le temps est discret et T = R quand il est continu.
Les variables aléatoires X; prennent leurs valeurs dans un ensemble E qu’'on
appelle I'espace d’état.

Lexemple le plus simple de famille de variables aléatoires auquel on puisse
penser est une suite de variables aléatoires indépendantes de Bernoulli (X; :
t € INp) qui modélise une suite infinie de lancers d'une piece : on choisit E =
{Pile, Face} et la probabilité que “Pile” apparaisse lors d'un lancer est égale a
celle de “Face” et vaut 1/2. Lindépendance fait qu’il n'y a aucune dynamique,
aucune évolution, aucun processus a I'ceuvre.

Pour modéliser un systeme qui évolue dans le temps, qui a une histoire, il est
évident qu’il faut que son état a un instant donné dépende de son passé. La dy-
namique la plus simple est une dynamique dite markovienne dont I’exemple le
plus simple est les chaines de Markov a temps discret et a espace d'état discret.
Dans cette classe de processus, I’état a un instant ¢ ne dépend que de I'état a
I'instant £—1. De maniere équivalente, I'état au prochain instant ne dépend que
de I'état présent.

Lobjet de ce chapitre est d’étudier ces procesus en détail. Les exemples illus-
trant ce chapitre sont volontairement limités a des modeles liés a la dynamique
des populations. Nous aurions pu montrer des dizaines d’exemples emprun-
tés a des domaines tres variés (théoriques ou appliqués) qui témoignent de la
fécondité de la notion de dynamique markovienne.

8.2 Construction des chaines de Markov et
matrices de transition

Dans toute cette section, 'espace d’état E est fini ou dénombrable. Il est d'usage
de noter n le temps au lieu de  quand il est discret.

8.2.1 Récurrence aléatoire

Nous allons définir une chaine de Markov (X;;; n € IN) comme une récurrence
aléatoire permettant de passer de X, a X;;+1 en connaissant I’état initial. L'aléa
va étre fourni par une suite de variables aléatoires indépendantes toutes dis-
tribuées comme une variable aléatoire uniforme U sur I'intervalle [0, 1]. Nous



172 CHAPITRE 8. DYNAMIQUE MARKOVIENNE DISCRETE

notons (U,; n € IN) cette suite.(Eb

¥ DerinetionN 8.1 (chaine de Markov).

Un processus (X;v; n € Ny) d’espace d’état E est une chaine de Markov d’état ini-
tial x € E §'il existe une fonction F : E x [0,1] — E telle que Xy = x et pour tout
nelN

X, = F(X;_1;Un).

Pour connaitre I'état X;. d’'une chaine de Markov a 'instant n > 1, on tire une
variable aléatoire uniforme et on calcule F (Xjf_l; Un).

Deux cas limites se présentent. Si F est une fonction de sa seconde variable
uniquement, X;; = F (X,f_l) et donc le processus est une suite de variables aléa-
toires indépendantes et identiquement distribuées. Si F ne dépend que de sa
premiere variable, on a une suite récurrente déterministe : xo = x, x, = F(x,-1)
pour n = 1. On peut donc dire qu'une chaine de Markov est un processus qui
meéle ces deux aspects.

Le fait d’utiliser des variables aléatoires uniformes sur l'intervalle [0, 1] n’est
qu'un choix commode, une convention. Une définition qui semble plus gé-
nérale serait de remplacer (U,) par une suite de variables aléatoires indépen-
dantes et identiquement distribuées prenant leurs valeurs dans un espace F.

c® Nortarion 8.2. Afin d’alléger les notations, on notera X* une chaine de Markov
(X;5;n € No) d’état initial x € E ou simplement X si ['état initial ne joue pas de
role dans le contexte donné ou bien s'il n'est pas donné.

Nous aurions tres bien pu faire dépendre la fonction F de n, c.-a-d. intro-
duire une suite (F,; n € IN) et poser X; = F,(X*_,; U,). Quand F ne dépend pas
de n, on dit que la chaine de Markov est <homogene». Nous n’étudierons que

les chaines de Markov homogenes.

1= REMARQUE 8.3. Les chaines de Markov homogenes jouent un réle analogue aux
champ de vecteurs autonomes que nous avons étudié au Chapitre[7: on a consi-
déré des systemes différentiels de la forme X(t) = F(X(1)) alors qu'une situation
plus générale est un systeme de la forme X () = F(X(1); 1).

8.2.2 Matrice de transition et propriété de Markov

Nous allons montrer qu'une chaine de Markov peut étre caractérisée par une
«matrice de transition». Posons la définition suivante :

1
Uz—uy

1. Uy, prend ses valeurs dans [0,1] et P(U,, € [uy, u2]) =
Uy < up.

pour tous uy, up € [0,1] avec
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% DeriNiTion 8.4 (Matrice de transition). Une fonction P : E x E — [0,1] est une
matrice de transition si pour tout x € E

Y P(x,y)=1.

yeE
Lorsque E est fini, P est naturellement représentable comme une matrice. Lorsque
E est dénombrable, ce n’est pas une représentation commode mais cela n’aura

pas d’incidence en pratique.
Nous avons la proposition suivante :

=" PROPOSITION 8.1.

Toute matrice de transition P sur E et tout état x € E définissent une chaine de
MarkovX¥, c.-a-d. qu'il existe une fonction F comme dans la Définition[8.1] Elle
satisfait la propriété P(F(x; U) = y) = P(x, y).

Démonstration. On construit F de la facon suivante. Pour chaque x € E, on
construit une partition de l'intervalle [0,1] qu'on note {I(x, y);y € E} : les en-
sembles I(x, y) sont des boréliens satisfaisant

Ix,y)nl(x,z)=@siy#z et |JIxy =101l
yeE

On veut que
[I(x, )| = P(x,y)

ol |I(x, y)| est la mesure de Lebesgue (longueur) de I'’ensemble I(x,y). 1y a
a priori de nombreuses manieres de définir une partition mais une maniere
canonique est la suivante : on ordonne les états de E (on peut identifier E avec
{1,2,...}) et on concatene les intervalles de longueur P(x, y).

Définissons maintenant la fonction

F;u) =) yligy(w.
yeE

On a F(x;u) = y si et seulement si u € I(x,y). On définit ensuite (X;;n = 1)
comme dansla Définition(8.1} c’est donc une chaine de Markov. Reste a calculer
PF(x;Up) = y) -

P(F(x;Up) =y) =P(Uy € I(x,y) = I(x,y)| = P(x, y).

Le proposition est donc établie. C.Q.ED.

Le théoreme suivant montre que I'état présent d'une chaine de Markov ne
dépend que de I'état antérieur («propriété de Markov») et le fait qu'une ma-
trice de transition n’est rien d’autre que la probabilité condititionnelle de pas-
ser d'un état a un autre en un pas de temps.
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1= THEOREME 8.5 (Propriété de Markov).
Une chaine de Markov X* satisfait la propriété suivante : pour toute collection
{x1,%2,...,Xp—1,y} d’états de E

P(X,=y|Xo=xX1=x1,X2=%2,.., Xp-1=Xn-1) = P(X; = y|Xn-1 = xn-1)
= P(xn—lry)

ot P(x,y) =P(F(x;U) = y).

Nous laissons le lecteur démontrer ce théoréme.
Nous constatons que la matrice de transition P s’interprete comme une proba-
bilité conditionnelle :

P(x,y) =
«probabilité que X,, = y a un instant n sachant que X;,_; = x al'instant n — 1».

Le fait que la matrice de transition P ne dépend pas du temps signifie que la
probabilité de passer d'un état x a un état y en un pas de temps ne dépend pas
de I'instant auquel on est :

VkeN, P(Xi = y|Xp-1 =) = P(x, ).
C’est le caractére <homogene» de la chaine de Markov.

1= REMARQUES 8.6. Les probabilités conditionnelles du théoreme s'interpretent comme
des probabilités conditionnelles d'événements. Par exemple,

P(AnB)

P(X,=y|Xo=xX1=x1,X2=X2,..., Xpn-1 = Xp—1) = P(AIB) = )

ouA={X,=yletB=1{Xy=x,X,=x1,X2 =x2,..., X1 = Xp—1}. L'événement B
est une intersection des événements {Xo = x}, {X1 = x1},...,{ X1 = X1}

Dans la formule précédente, on suppose bien siir que les deux probabilités condi-
tionnelles sont bien définies, c.-a-d. que ]P(XO =xX1=x,X0=Xp,..., X1 =
Xn-1) >0 (ce qui implique que P(X,_1 = x,-1) > 0).

La plupart des livres prennent la propriété de Markov comme définition
d'une chaine de Markov (homogene). Cette définition donne celle de la ma-
trice de transition comme la probabilité conditionnelle P(X,, = y|Xn_1 = X).
Certains montrent ensuite qu'une chaine de Markov ainsi définie est une ré-
currence aléatoire au sens de la Définition[8.1} C’est une affaire de gotit puisque
c’est mathématiquement équivalent. Nous pensons les chaines de Markov comme
un systeme dynamique aléatoire tandis que d’autres les pensent de facon pro-
babiliste.
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Etant donné une chaine de Markov X* d’état initial x, on se demande qu’elle
est la probabilité que Xy = x, X; = x1,..., X = X} pour des états xo, X1,..., Xk
donnés. Autrement dit, quelle est la probabilité que la chaine de Markov visite
successivement les états xp, x1, ..., X; en étant partie de I'état x ? La propriété de
Markov nous donne la réponse :

@8.1) P(Xo=x0,X1=xX1,..., Xg = Xg) = 6, P(x, 1) P (21, X2) - - P(Xge—1, Xp)
ou §,y estle symbole de Kronecker.(E[) En particulier
(8.2) P(X1 =x1,..., Xk = xk| Xo = x) = P(x, x1) P(x1, X2) -+ P(%Xg—1, Xp)-

Pour démontrer (8.1), on procede par des conditionnements successifs et on
applique la propriété de Markov a chaque étape
IP(X() = Xo,...,Xk = Xk)
= IP(XO = X0, - --,Xk—l = xk_l)]P(Xk = Xk | Xp = Xo, ---;Xk—l = xk_l)
= IP(XO =X0y.ey Xpo1 = xk—l)P(xk—lrxk)

= 0 xxy P(x0, x1) P(x1,X2) -+ P(Xf—1, Xk) .

Ala derniére étape, on a utilisé que certainement X, = x.

Extension de la propriété de Markov Etant donné une chaine de Markov X*
et des états x,..., X1, Y1,..., ¥g, la propriété de Markov se généralise ainsi :

(8.3)
IP(Xn+1 = yl,X,H_g = yg,...,Xm_q = yq|X0 =x,X]=x1,X0=Xo,..., X5, = xn)
(8.4)
= IP(Xl = y1;X2 = yg,...,Xq = yq|X0 = xn).

Ceci s'interprete en énongant que, conditionnellement a {X,, = x,}, le proces-
sus décalé en temps (X,,+x; k = 0) est une chaine de Markov de matrice de tran-
sition P avec état initial x, et indépendante du passé {Xp = x,X; = x1, Xp =
X2yeeny Xn—l = xn_l}.

#1 Exercice 8.2.1. Démontrer l'identité précédente.

Si on introduit les événements AZW ={X,=y1,..., Xn+q = yq} €t A(')l_2 ={Xo =
Xyeoty Xpo = xn_g}, on peut réécrire I'identité (8.3) sous la forme

P(AR | Xno1 = xno1, A7 %) = P(AR | X1 = Xn1)

2. 6xy=1six=youlsix#y.
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soit encore
P(AI 2N Ay | X1 = xp-1) = P(AY 2 Xpo1 = X1 )P (A | X o1 = x0m1).

Cette identité s’énonce : « conditionnellement a I’événement X,,_; = x,_1, ce
qui arrive a partir de l'instant n est indépendant de ce qui a eu lieu jusqu’a
I'instant 1 —2.».

#» Exercick 8.2.2. Quelle est la forme de la matrice de transition quand (X,;n = 1)
est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées ?

#y Exercice 8.2.3. Quelle est la forme de la matrice de transition quand (X,;n = 1)
est une suite déterministe.

#» Exercick 8.2.4. Soit P une matrice de transition. Vérifier que Pk est une matrice
de transition quel que soit k = 2.

8.2.3 Exemples de chaines de Markov

Les exemples suivants sont construits soit sous la forme d'une récurrence aléa-
toire soit par leur matrice de transition.

Chaine de Markovadeuxétats Onprend E = {1,2} etonse donne p = P(X;;+1 =
21X, =1) et q=P(X,+1 =11X, =2) c.-a-d. la matrice de transition

P:(l—P p)
g 1-q

ol p, g € [0,1]. On a ainsi paramétré toutes les chaines de Markov a deux états.
On peut représenter cette matrice sous forme d'un graphe de transition :

p

27N
1pr@ @D 1—¢q
N

q

FIGURE 8.1
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Le temps qu'’il va faire Imaginons un pays ou la météo se comporte comme
suit : il n'y a jamais deux jours consécutifs de soleil : si le temps est ensolleillé
un jour, il pleut ou il neige le jour suivant avec une probabilité 1/2. Un jour de
pluie ou de neige est suivi soit d'un jour avec le méme temps soit avec un temps
différent. Ces deux événements ont la méme probabilité, et lorsque le temps
change, les deux temps possibles ont la méme probabilité. Nous modélisons
I’évolution de la météo par une chaine de Markov a temps discret, avec le jour
comme unité de temps. Nous prenons comme espace d’état E = {3&,9?, ’%‘} La
matrice de transition est

e %

X0 1/2 1/2
5P 174 1/2 1/4

# 1/4 1/4 1/2

Cette matrice nous dit par exemple qu’apres un jour ensoleillé survient un jour
pluvieux avec probabilité 1/2, ou bien qu'un jour de neige est suivi avec proba-
bilité 1/4 d’un jour ensoleillé. Le graphe de transition associé est donné dans la

fig.

FIGURE 8.2: Graphe de transition du modele de météo

Des questions naturelles se posent pour cette chaine de Markov. Par exemple,
supposons qu’il pleuve aujourd’hui. Quelle est la probabilité qu’il fasse soleil
dans deux semaines ? Autrement dit, combien vaut P (X14 = ﬁ_‘Xo = 9?) ? Ou
bien : combien de jours pleuvra-t-il en moyenne durant le mois prochain ?

Promenades au hasard (marche aléatoire) Les promenades ou promenades
aléatoires sont des exemples fondamentaux de chaines de Markov. La prome-
nade aléatoire la plus simple est la promenade aléatoire symétrique sur Z qui
consiste a faire un pas soit vers la droite soit vers la gauche avec la méme pro-
babilité 1/2. La figure[8.3)montre plusieurs réalisations d'une telle promenade
partant initialement de l'origine. Bien s{ir, on pourrait prendre n'importe quel
autre point de départ. Nous I'avons rencontrée au chapitre[6|de la partie[]}
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Q 10 a0 30 40 B 60 70 80 0 100

FIGURE 8.3: Positions d'une promenade aléatoire unidimensionnelle symé-
trique partant de 0 pour différentes réalisations.

On peut se demander si, avec probabilité un, le promeneur va repasser par
|'origine, ou bien partir a I'infini. Intuitivement, puisqu’on saute vers la gauche
ou la droite avec la méme probabilité, on privilégie le premier scénario.

On peut bien siir généraliser la promenade unidimensionnelle précédente
au cas bi-dimensionnel : cette fois-ci, on peut faire un pas soit vers le sud, soit
vers le nord, soit vers |'est, soit vers I’ouest avec une probabilité égale valant 1/4.
La figure suivante montre la simulation de trois réalisations d'une telle prome-
nade partant de I'origine.

FIGURE 8.4: Trois réalisations d'une promenade aléatoire bi-dimensionnelle sy-
métrique partant de I'origine (10000 pas de temps).

La aussi, on peut se demander si le promeneur va retourner a I’origine avec
probabilité un. En dimension 3, ot1 on a deux degrés de liberté supplémentaires
(haut-bas), on a la figure suivante pour trois réalisations partant de l'origine.

Il y a un comportement radicalement différent entre des promenades aléa-
toires en dimension 1 ou 2 et en dimension 3 ou plus : tandis qu’en dimension
1 ou 2, onrevient a l’origine, en dimension 3 ou plus, on ne revient jamais, avec
probabilité un.

#» Exercice 8.2.5. Quel est l'espace d'état d’'une promenade aléatoire sur 7.% 2
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FIGURE 8.5: Trois réalisations d'une promenade aléatoire tri-dimensionnelle
symétrique partant de ’origine (10000 pas de temps).

Ecrire la matrice de transition pour une promenade aléatoire simple et symé-
trique sur Z.%. Ecrire également une telle promenade comme une récurrence aléa-
toire.

Iy a de nombreuses variantes de ces processus : les sauts peuvent étre biai-
sés, il peut y avoir un bord absorbant ou réfléchissant, etc.

Chaines de naissance & mort Cet exemple est une généralisation de la pro-
menade aléatoire simple. Il s’agit d'une chaine a valeurs dans E = {0, 1,2,..., N}
ou dans E = INy. Si la chaine est dans I’état x a un certain instant, elle ne peut, a
I'instant suivant qu’étre dans les états x — 1, x ou x + 1 (a condition que celui-ci
appartienne a E). Sa matrice de transition s’écrit

gx Si y=x-1

ry Si =X
Pry=4* ° 7

Px s1 y=x+1

0 sinon.

avec py, gy et ry positifs et py + g5 +ry = 1 (évidemment gy = 0 et py = 0 si
E=1{0,1,2,..., N}). Voici le graphe de transition correspondant :
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Po P1 P2 P3
0) (1] (2) (3]
q1 D q2 D q3 D 44
ro ri r2 r3
FIGURE 8.6

La terminologie «naissance et mort» provient du cas ou cette chaine représente
I’évolution d'une population (une transition de x a x+ 1 correspond a une nais-
sance, de x a x—1 a une mort) mais celle-ci peut servir a modéliser bien d’autres
contextes. Lorsque py, gy et ry ne dépendent pas de x, on a une promenade
aléatoire simple.

Processus de Bienaymé-Galton-Watson Nous avons étudié ce processus dans
le chapitre2|de la partie[ll On peut véfifier que c’est une chaine de Markov X*,
x =1, dont la matrice de transition est la suivante : pour tous x = let y =0

k=1

= 2 PPk
kl,...,kXE]N()
k1+~--+kx=y

et P(0,y) = 6oy pour tout y = 0.

Chaines de Markov vue commes des promenades aléatoires sur un graphe
Une matrice de transition P est souvent représentée par son graphe de transi-
tion: c’est un graphe dont les nceuds sont les états E et qui a une aréte orientée
de x vers y si et seulement si P(x, y) > 0. Nous déja vu des exemples ci-dessus.
Une représentation souvent commode d’'une chaine de Markov est celle d'un
un "promeneur" fictif qui saute d'un sommet a un autre du graphe de transi-
tion.

8.3 Loide probabilité initiale & son évolution

8.3.1 Loide probabilité initiale

Nous n'avons considéré jusqu’ici que des cas ol nous connaissons exactement
I’état du processus al'instant 0 : le promeneur part de I'origine, il ya un individu
ala génération 0 dans le modele de Bienaymé-Galton-Watson, on sait qu'’il fait
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soleil aujourd’hui, etc.
La généralisation naturelle est de se donner une loi de probabilité initiale v, c.-
a-d. une collection de nombres {v(y); y € E} tels que v(y) € [0,1] et ¥ ,egv(y) =
1. Si on sait que le processus est dans I’état x, cela revient a considérer la loi de
probabilité dégénérée 6 telle que 6(y) = 6. Si on ne sait pas dans quel état
il est, on va attribuer un poids relatif a chaque état en se donnant {v(x); x € E}.
Une facon imagée de voir une loi de probabilité sur E est la suivante : on a une
«masse» unité qu’on répartit entre les différents états, v(x) sera le pourcentage
qu’'on aura attribué a I’état x.
Cela souleve plusieurs questions :
. y-a-t'il une loi de probabilité initiale «naturelle» pour le processus? et
que signifie «naturelle» ?
. sion prend n'importe quelle loi de probabilité initiale, comment évolue-
t-elle ? Tend-elle vers une loi de probabilité naturelle ?
Si on ne sait rien, la loi uniforme sur E, c.-a-d. v(y) = ﬁ, est une loi de pro-
babilité initiale raisonnable. Mais ce n’est pas possible si E est dénombrable car
ce n'est pas une loi de probabilité. Nous répondrons a toutes ces questions par
la suite.

Terminons cette sous-section en étendant ce que nous avons fait pour une
loi de probabilité initiale concentrée sur un état particulier. On suppose qu’on
a une chaine de Markov dont I’état initial n’est pas connu avec certitude, on se
donne donc une loi de probabilité initiale v qui donne un poids relatif v(x) a
chaque état x € E. On note X" le processus ainsi défini.

La Définition 8.1]se généralise facilement. La modification a apporter consiste
a se donner une variable aléatoire X, indépendante de (U,;n = 1) et telle que
P(Xyo=x)=v(x), x€E.

Lidentité se généralise immédiatement :

8.5) P(Xo=x0,X1 = x1,..., Xg = xx) = v(x0) P(x0, X1) P(x1, X2) - -- P (X1, Xg)-

c® Norations 8.7. Quand c’est nécessaire, on notelP,, la probabilité associée a une
chaine de Markov X° et P la probabilité associée a une chaine de Markov X*
c.-a-d. Ps . On omet ces indices si la loi de probabilité initiale est fixée.

8.3.2 FEvolution d’une loi de probabilité

Soit X° une chaine de Markov sur E, de matrice de transition P, dont1’état ini-
tial est choisi aléatoirement sur E selon la loi de probabilité v,. Apres n pas de
temps, X, suit une loi de probabilité qu'on notera v,. Notre but est de |'expri-
mer en fonction de v et de P.
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Définisson d’abord le produit vP entre une loi de probabilité {v(x);x€ E} et P:

(VP)(y) = )_v(x)P(x,y), y€ E.

x€eE

Si E est fini, il s’agit du produit 2 gauche v' P entre v = (v(x); x € E) vu comme
un vecteur transposé et une matrice. Par convention, on omet le symbole trans-
posé 1. En pratique on écrit simplement vP(x) au lieu de (vP)(x).

Pour n = 1, le produit matriciel P gécrit :

P (x,y)=(PxP")(x,y) = Y P(x,2)P"(z,y)= Y P"(x,2)P(z,y)

zeE z€E

pour tout x, y € E, avec la convention P! = P. En particulier

P"(x,y) = > P(x,x1) P(x1,X2) ... P(X4-1, ).

{xl v-"rxn—l}eEn_l

Plus généralement, pour m,n =1,

P"™ 7 (x,y) =Y P™(x,2)P"(z,y) = ) P™(x,2)P"(z,).

z€E z€E

Ces identités purement algébriques ont une signification probabiliste claire :
pour aller de I'état x a I’état y en m + n pas, il faut passer au bout de m pas de
temps par un état intermédiaire z; depuis cet état il faut n pas de temps pour
arriver en y. A cause de la propriété de Markov, les deux parties du voyage sont
indépendantes. Il faut bien stir sommer sur tous les états intermédiaires z. On
peut également décider de faire d’abord n pas de temps puis m pas de temps,
le résultat final est le méme. Nous allons écrire cela mathématiquement.

1" PROPOSITION 8.2.
Soit X" une chaine de Markov sur E, de matrice de transition P. La loi de pro-
babilité v, de X, est donnée par

(8.6) Vv (x)=v,-1P(x) =voP"(x), VX €E.
On a aussi
(8.7) P(X,=y|Xo=x)=P"(x,y), Vx,y€E,

c.-a-d. que la probabilité d’étre dans l'état y au bout de n pas de temps sachant
qu'on est parti de l'état x est l'élément P(x,y) de la puissance n-ieme de la ma-
trice de transition.
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Démonstration. Pour obtenir la loi de X;;, on écrit que X,,—; peut passer par
tous les états possibles (la somme des probabilités de ces événements étant
bien stir égale a un) :

va(y) = ]P(Xn = y) = Z ]P(Xn—l =x,Xp= J’) = Z ]P(Xn—l = x)]P(Xn = J/\Xn—l = x)

x€E x€E
=2 V1P, 1) = V-1 P(1) = voP" (1),
x€E
ol la derniere relation s’obtient par récurrence. On vérifie aisément que v, est
une loi de probabilité, c.-a-d. que Y ,cgv,(x) =1.
Pour démontrer la deuxieme identité, on écrit que Xj,..., X,;,—1 peuvent prendre
toutes les valeurs possibles et I'identité :

IP(Xn:J/|X0:x): Z IP(XI:xl,---»Xn—l:xn—l,Xn:y|XO:x)
{x1 ..... xn_l}EE’Fl
= > P(x,x1) P(x1,X2) ... P(xp-1,¥) = P"(x, ).

{X1,0 Xp-1}€EMT

La proposition est démontrée. C.Q.ED.

On interprete 1'équation en disant que la probabilité d’observer X, en y
est la somme des probabilités de toutes les histoires possibles de la chaine de
Markov partant de xj et arrivant en y au temps n

Va(y) = > vo(xo) P (X, x1) P(x1,X2) ... P(Xy-1,¥), Vy € E.

{X0,X1,.0,Xn-1}EE"

1= ReMARQUES 8.8. Observons qu'a cause du fait que P ne dépend pas du temps,
lidentité (8.7) se généralise immédiatement :

(8.8) P(Xjin=y|Xk =x)=P"(x,y), Vx,y € E, k>0.

Autrement dit, pour passer de l'état x a l'état y en n pas de temps, l'instant oit on
se trouve en x ne joue aucun role. Seul compte le nombre de pas. On peut aussi
écrire que

(8.9 P(Xp, = y|Xn1 =x)=P™" " (x,y),0< ny < ny.
Evolution d’'une fonction Nous avons vu comment évolue une loi de proba-

bilité au cours du temps sous I'action d'une matrice de transition. Considérons
maintenant une fonction bornée g : E — R et définissons

Pg(x)=) P(x,y)g.
yeE
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Si E est fini, il s’agit du produit a droite Pg entre la matrice P et g = {g(x); x € E}
vu comme un vecteur dont les coordonnées sont des nombres réels. Quelle est
la valeur moyenne de g(X,) sachant que I’état initial est x ? Voici la réponse :

(8.10) E[g(Xn)|Xo = x] = P"g(x).

#y Exercice 8.3.1. Démontrer cette identité. Quand la loi de probabilité initniale
estv, montrer que E[g(X,)| = vP"g.

8.4 Temps d’arrét et propriété de Markov forte

Cette section peut étre ignorée en premiere lecture.

Un temps d’arrét T associé a un processus stochastique a temps discret (X,;n €
INy) est une variable aléatoire a valeurs dans IN U {+oc} telle que pour tout n = 0,
I'événement {T = n} est entierement déterminé par les variables {Xj, ..., X;},
c’est-a-dire que pour tout 7 il existe une fonction 6, : E” — IR telle que

Lir=py =0, (Xo,..., Xn).

Un temps d’arrét tres souvent utilisé est le premier temps d’atteinte d'un sous
ensemble A c E par le processus (X;; n € INy) :

Ta=inf{n: X, € A}.

On a alors

Lyry=m = Lixpea,... X, 194, Xpe ) -
Le temps d’arrét permet de stopper un processus (X,;n € INg) a un temps n
uniquement en fonction du passé et du présent ; il ne doit pas contenir d’infor-
mation sur ce qui se passe au dela du temps n.
Lexemple classique de variable aléatoire qui n’est pas un temps d’arrét est le
dernier temps de visite d'un état.

Nous avons vu que la propriété de Markov implique que, conditionnelle-
ment au fait qu’'on connaisse I'état de X, ce qui se passe avant n'influe pas sur
ce qui se passe apres le temps n. Elle implique aussi que le processus décalé
en temps (X,+x; kK = 0} demeure, conditionnellement a {X,, = x}, une chaine de
Markov de matrice de transition P partant de x au temps 0. Nous allons étendre
ces propriétés a des instants aléatoires.

1= THEOREME 8.9 (Propriété de Markov forte).

Soit X une chaine de Markov de matrice de transition P et de loi de probabilité
initiale vy. On considere un temps d’arrét T pour cette chaine de Markov.
Conditionnellement aux événements {T < +oo} et {XT = x}, le processus décalé
en temps (X74; k = 0) est une chaine de Markov de matrice de transtion P par-
tant de lUétat initial x et indépendante de {Xy, X1,..., X171}
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Démonstration. Soit B un événement dépendant uniquementde {Xy, X3, ..., X7}.
Alors pour tout entier ¢, 'événement BN{T = ¢} est déterminé uniquement par
{Xo, X1,..., X¢}. On peut donc écrire pour tout k =0

Py, (X1 = X0, X741 = X1, ., X1k = Xk} N BN{T = 0} 0 { X7 = x})
:]on({Xl =X0, Xps1=X1,.., Xpsk = Xt NBN{T =€} n{Xy :x})
=Py ({Xo = x0, X1 = x1,..., Xi = X}) Py (BN {T = £} n {X; = x})

ol la derniere égalité est une conséquence de la propriété de Markov. Il suffit
de sommer ces équations pour toutes les valeurs de ¢. On obtient

Py, ({X71 = x0, X741 = X1, ., X7k = Xk} N BN {X7 = 1} N{T < o0})
=Py ({Xo = x0, X1 = x1,..., Xk = Xk}) Pyy (BN {X7 = x} n{T < 00}).

On adonc

Py, ({X1 = X0, X741 = X1,-+., X7 = Xk} N B[ {X7 = 1} {T < 00})
=Py ({Xo = X0, X1 = x1,..., Xi = X¢}) Py, (B| {X1 = x} N {T < 00})

ce qui conclut la démonstration du théoreme. C.QED.

8.5 Espace d’état fini

Nous allons d’abord nous restreindre aux espaces d’état finis car un espace
d’état dénombrable conduit a des difficultés supplémentaires et de nouveaux
phénomenes. Nous étudierons le cas dénombrable dans la section suivante.

Dans la section précédente, nous avons déterminer comment évolue une
loi de probabilité au cours du temps : si P est la matrice de transition de la
chaine de Markov X" alors, pour tout n =1, v, = v,_1 P, ot v, (x) = P, (X, =
x) est la loi de probabilité de X;,. Notre but est d’étudier les lois de probabilité
invariantes, c.-a-d. les lois de probabilité u telles que p = uP. Ces lois joueront
un role clé dans le comportement asymptotique des chaines de Markov. Nous
verrons plus tard en quoi elles sont naturelles.

8.5.1 Loide probabilité invariante

3 DegriniTION 8.10.
Soit X une chaine de Markov d’espace d’état E et de matrice de transition P. La
loi de probabilité u est dite invariante pour cette chaine de Markov si uP = p,
c.-a-d. si

py) =Y pxPx,y), VyeE.

x€eE
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Si la chaine de Markov est telle que X, suit une loi de probabilité invariante p,
alorslaloi de X, reste p pour tout n = 1. On dit que le processus est stationnaire
car

Pu(Xo = x0, X1 = X1,..., Xi = Xi) = P (X = X0, Xon1 = X1, o, Xk = Xi)

pour tout m = 1 et pour tout {xg, X1,..., Xk} € E*+1 Autrement dit, sile processus
passe successivement par les états xy, x1,..., X donnés, la probabilité de cet
événement ne dépend pas du temps a partir duquel on voit cette succession
d’états.

#» Exercice 8.5.1. Démontrer l'identité précédente.

1. une chaine de Markov admet-t-elle toujours une loi de probabilité inva-
riante?

2. sioui, combienyen a-t'il ?
Nous allons voir que la réponse a la premiére question est positive (mais ce ne
sera plus le cas quand on prendra E dénombrable). La réponse a la seconde
question va dépendre du «squelette» de la matrice de transition ou du graphe
orienté qu’on va lui associer. Avant d’énoncer un théoreme d’existence abstrait
des lois de probabilité invariantes, étudions un exemple simple ot tout se cal-
cule explicitement.

8.5.2 Chaine a deux états : un cas particulier instructif

Les chaines de Markov a deux états sont un «laboratoire» dans lequel on peut
tout calculer explicitement et observer tous les comportements fondamentaux
des chaines de Markov d’espaces d’état finis. On reprend E = {1, 2} et la matrice

de transition
(7,2
q 1-¢g
ol p, q € [0,1]. On résout facilement ’équation uP = p.
. Sip,q #0ontrouve

q

(8.11) u(1) p+q’ u(2) P+
C’est 'unique loi de probabilité invariante.

. Sip=g¢g=0,ilestimpossible de passer de I'état 1 al’état2 oudel'état2 a
I'état 1:sion partdel’état 1, on yreste; idem pour I'état 2. Si 1 (x) =01
on a bien p; P = y; et si ga(x) = d25 on a bien up P = pp. On peut vérifier
facilement que toute combinaison de la forme Ay; + (1 - A1)y, avec A €
[0,1], est une loi de probabilité invariante : on a donc une infinité de lois
de probabilité invariantes!
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. Considérons le cas ou il n'y a pas de transition possible de I'état 1 vers
I'état 2, c.-a-d. p =0, et prenons q # 0. Les formules sont valides
et on trouve que I'unique loi de probabilité invariante est y; (elle n’at-
tribue aucun poids a I'état 2). Intuitivement, si on part d'une réparti-
tion de «masse» entre 1 et 2, disons 50% pour chacun, la masse «fuit» de
I’état 2 vers I’état 1 tandis que celle qui se trouve dans I'état 1 y reste ; on
sent bien qu'’il va finir par ne plus en avoir en 2 tandis qu’elle sera toute
concentrée en 1.

Cet exemple élémentaire révele un phénomene général : le support et 'unicité
d’'une loi de probabilité invariante dépendent de la structure de la matrice de
transition P. Nous aurons besoin d’'une nouvelle notion pour analyser I'unicité
des lois de probabilité invariantes.

Les formules nous indiquent que u reflete le comportement intrin-
seque du processus. On peut en avoir I'intuition en regardant un cas extréme,
celui ol p est trés proche de 0 tandis que g est tres proche de 1. En effet, si
on démarre en 2, on va sauter en 1 en un pas avec une probabilité tres grande.
Comme il est tres improbable de retourner en 2, la fraction du temps passé dans
I’état 1 va étre tres proche de 1. De facon complémentaire, la fraction du temps
passé dans I’état 2 est tres proche de 0 puisqu’on quitte cet état avec une tres
grande probabilité au bout d'un pas de temps. Or 'unique loi de probabilité
invariante donne dans ce cas un poids 1 a I’état 1 et un poids nul a I’état 2. Ceci
n'est pas un accident : ce cas spécial laisse entrevoir un lien entre les temps
relatifs passés dans chaque état et les poids donnés par la loi de probabilité
invariante. Nous verrons que tel est bien le cas.

Prenons maintenant une loi de probabilité v quelconque comme loi initiale
et souvenons-nous qu’elle satisfait la récurrence v,, = v,,_1 P (cf. Proposition
(8.2)). On note 9 =1 — p — g et on obtient

812 va) = (v - =)o+ =L = vy 1) - p(1) 0" + ()
pral " prq
- P Vor s P ) 2"
813 @)= (v - T T = (@) - p@) " + ).

#1 Exercice 8.5.2. Obtenir les formules précédentes. Montrer aussi que

limP":;(q p).
n—oo p+q q p

Si0 < p+g <2(c.-a-d. 9 €]0,1[), on constate que v, (1) (resp.v,(1)) converge
a une vitesse géométrique vers p(1) (resp. 1(2)) : en partant d'une loi de proba-
bilité quelconque, la loi de probabilité de la chaine au temps temps 7 converge
tres rapidement vers I'unique loi de probabilité invariante. On a donc une sorte
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de «stabilité» de la loi de probabilité invariante : quand on se «trompe» de la loi
initiale, on tend trés vite vers la loi invariante. (Eb

Les formules (8.12)-(8.13) montrent un cas spécial ol1 cette convergence ne se
produit pas : c’est quand 1 - p— g = —1, c.-a-d. quand p = g = 1. Si la chaine
démarre par exemple de 'état 1, elle va repasser dans cet état seulement aux
temps pairs et passer aux instants impairs dans I’état 2 : la dynamique est «os-
cillante» ou périodique. On a par exemple P; (X, = 1) =1-P1(X,, =2) =1+
(-1)"™)/2 : si on démarre de I'état 1, il n'y a pas convergence de la suite des lois
(P1 (X =)).

La chaine de Markov a deux états nous montre donc que la loi du processus au
temps n converge vers la loi de probabilité invariante si elle n’a pas un compor-
tement périodique. Nous verrons que c’est un phénomene général qu’'on peut
caractériser précisément.

Dés que l'espace d’état a trois éléments ou plus, on se doute qu'on ne pourra
pas mener explicitement les calculs précédents. Heureusement nous pourrons
connaitre le comportement des chaines de Markov pour des temps longs sans
avoir a faire de tels calculs qui sont non seulement inutiles mais aussi ineffi-
caces.

8.5.3 Existence des lois de probabilité invariantes

Puisque I’espace d’état E est supposé fini, une loi de probabilité v = {v(x); x € E}
peut étre interprétée comme un vecteur a valeurs dans [0,1]°*®), espace
[0,1]°44(E) est compact comme sous-ensemble de R°4(E)_ Sij vous étes un ana-
lyste, vous allez appliquer un argument de compacité. Une autre voie est d’ap-
pliquer un théoreme d’algebre important, le théoreme de Perron-Frobenius.

1> THEOREME 8.11.
Pour toute chaine de Markov d'espace d’état fini E, il existe une loi de probabilité
invariante.

Démonstration. A une loi de probabilité v donnée sur E, on associe

1 n
Vy=— Z vPk,

k=1
On vérifie aisément que v, est une loi de probabilité sur E pour tout n = 2. Les
vecteurs {v,(x)} xcg prennent leurs valeurs dans I’ensemble compact [0, 1]2d(E),
Il existe donc une suite extraite v,, qui converge vers une limite dans E qu’'on
note u :

lim v, (x)=p(x), VxeE.
k—+o00

3. Si p=0et g >0, on constate que la masse fuit de ’état 2 géométriquement vite et se
concentre géométriquement vite dans I'état 1.
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Vérifions que p est une loi de probabilité :

Jim D v (0= lim v (0= pl0.
© xeE Xx€E o0 x€E
——
=1
On a pu inverser la limite et la sommation sur les états car c’est une somme
finie.

Vérifions maintenant que p est invariante. Par construction

1 1
v,P==Y vPFl =y, + = (vP™!—v).
nio n

Pour chaque x de E, la suite (v,P(x) —v,(x);n = 1) converge donc vers 0. En
effet, vP(x) et v(x) sont des nombres réels dans [0, 1], donc |[vP™ 1 (x) —v(x)| <
2. En passant a la limite, on en déduit que p est invariante car

WP (x) — p(x) = klim Vi P(X) = vy (x) =0, VXEE.
— 400

C.Q.ED.
Une autre démonstration est donnée par une application directe du théoreme
de Perron-Frobenius.

8.5.4 Indécomposabilité d’'une matrice de transition

Comme I'a suggéré 'exemple de la chaine de Markov a deux états, il nous faut
une notion d'indécomposabilité pour espérer avoir I'unicité d'une loi de pro-
babilité invariante.

Ftats communiquants et matrice de transition irréductible Commencons
par formaliser le fait qu'une chaine de Markov puisse aller d'un état a un autre.

3 DErFINITION 8.12.
Soient x, y deux états. On dit que
— Xx conduitay, et on note x ~~ y, s'il existe un entier n = 0 tel que

P(X,, = y|Xo=x)=P"(x,y)>0.
— X ety communiquent (on note x «~> y), si x conduita y ety conduit a x.

Lentier n tel que P(X,, = y| Xy = x) > 0 dépend de x, y.
Observons que par définition x communique avec lui-méme car P (X = y| Xo =
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x)=1.Pourn=1,P"x,y) =X, . x,  een-1P(x,x1) - P(xp-1,y). Donc, la condi-
tion P"*(x, y) > 0 équivaut au fait qu’il existe des états y1,..., y,—1 tels que

Px,y1)--P(Yn-1,¥) >0.

Cette condition s’'interprete facilement : il existe au moins un chemin orienté
(x = y; — -+ — yu—1 — y) dans le graphe de transition associé a P.

On vérifie facilement que la relation «~ est symétrique (si x «~+ y alors y e~
X) et transitive : si X «~ y et y «~ z alors x «~ z. En résumé, la relation «~
est une relation d’équivalence. Il est alors naturel de décomposer E en classes
d’équivalence :

¥* DerineioN 8.13 (Classes de communication).

Soit P une matrice de transition définie sur un espace d’état E. Les états de E
se répartissent en classes d'équivalence pour la relation «~~~ qu'on appelle des
classes de communication.

Lorsqu’il n'y a qu'une seule classe de communication, on dit que la matrice de
transition P est dite irréductible.

Voici un exemple illustrant cette définition :

. 3 .
\\\\ o N ‘—‘/¢, \\\ ~——— ,
-y

FIGURE 8.7

#» Exercice 8.5.3. Soit n =1 et P une matrice de transition. Montrer que P" a les
meémes classes de communication que P.

Il y a quatre classes de communication : {1}, {2,3}, {4,5} et {6}. Les deux der-
nieres se distinguent des deux premiéres. En effet, si le processus entre dans
I'une d’elles, il y reste pour toujours car il ne peut plus en sortir : il est absorbé.
Cela justifie la définition générale suivante :

3 DerniTion 8.14 (Classe de communication absorbante, état absorbant).
Un sous-ensemble d’états Ey c E formant une classe de communication est dit
absorbant si pour tout x € Ey

dytelquex~~y = yekE,.
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Quand une classe de communication absorbante se réduit a un état, on dit que
l'état est absorbant.

Le fait que x soit absorbant équivaut au fait que P(x, x) = 1. On a donc Py (X; =
% X2 = X,...,Xp = x) = (P(x,x))" = 1 pour tout n> 1, donc P, (Vn, X, = x) = 1.
A partir de I'exemple précédent, on peut se forger l'intuition suivante : si a
I'instant 0 on répartit une masse unité entre les différents états, la proportion
qui se trouve dans des classes qui ne sont pas absorbantes va «fuir» vers les
classes absorbantes ou elle va y rester. La masse qui se trouvait dans une classe
absorbante a l'instant 0 va y rester. On s’attend a ce sa répartition change dans
chaque classe absorbante.
Cela généralise ce que nous avions observé pour la chaine de Markov a deux
états dans le cas p = g = 0. On s’attend donc a ce que chaque classe absorbante
supporte une loi de probabilité invariante. A contrario, s’il n'y a qu'une seule
classe de communication (qui est forcément absorbante), on s’attend a ce qu'’il
n'y ait qu'une seule loi de probabilité invariante. Avant de le démontrer, définis-
sons une derniere notion fondamentale, celle d’irréductibilité, qui correspond
a la situation ou il n'y a qu’une seule classe de communication :

¥ DerniTion 8.15 (Matrice de transition irréductible).

Soit P une matrice de transition définie sur un espace d’état E.

On dit que P est irréductible si pour toute paire d'états x, y, il existe n = n(x, y)

telque P (X, =y) > 0.

De maniere équivalente, cela signifie qu'il existe au moins un chemin (x — y; —
-« — Yp—1 — ¥) dans le graphe de transition qui mene de x a y, ce chemin étant

parcouru en n pas de temps.

Par abus de langage, on dit qu'une chaine de Markov est irréductible si sa ma-
trice de transition I'’est. Nous avons rencontré plusieurs exemples, comme le
modele-jouet de météo dont le graphe est la Fig.

Structure générale d’'un graphe de transition D’apres ce qui précede, il est

naturel de distinguer deux types d’états : ceux qui sont dans une classe de com-

munication absorbante, qu'on appelle essentiels et ceux qui ne le sont pas, qu'on
appelera inessentiels. Notons que si x est un état inessentiel alors il existe un

état y tel que x ~~ y mais y » x.

La figure suivante illustre I'allure générale qu’a un graphe de transition quand

on le représente en termes de classes de communication :

Les classes de communication Cy, C5 sont absorbantes, les classes de com-
munication Cj, Cy, C3 ne le sont pas. Il peut y avoir des fleches entre deux classes
de communication non absorbantes mais elle ont forcément la méme orienta-
tion.
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FIGURE 8.8: Représentation schématique d'un graphe de transition général

Du fait que I'espace d’état est fini, il n'y a bien sir qu'un nombre fini de classes
de communication. Une fois les classes de communication non absorbantes
éliminées, il reste une collection de classes absorbantes disjointes.

Exemple : Fisher-Wright

1= REMARQUES 8.16. Le lecteur attentif aura remarqué que les définitions qui pré-
cedent ne dépendent que de la matrice de transition P, pas de la loi de probabilité
initiale. Néanmoins il est d'usage de dire que la chaine de Markov X est irréduc-
tible si sa matrice de transition lest. Il s’agit donc de propriétés qui ne dépendent
que de la structure de transition entre états.

Qui plus est, ces définitions ne prennent pas en compte la valeur précise de la
probabilité d’aller d’'un état x a un état y en n pas de temps, seulement le fait que
c’est possible, c.-a-d. que cela a lieu avec une probabilité strictement positive. Au-
trement dit, des chaines de Markov avec des probabilité de transition différentes
peuvent avoir le méme «squelette».

8.5.5 Unicité des lois de probabilité invariantes et temps de re-
tour

1" THEOREME 8.17.

Soit P une matrice de transition irréductible définie sur un espace d’état E.
Il existe une unique loi de probabilité invariante u (c.-a-d. uP = ). De plus,
w(x) > 0 pour tout x € E. Autrement dit, la chaine de Markov X* est un processus
stationnaire.

Temps d’entrée, temps de retour et irréductibilité Définisson le premier temps
T, auquel la chaine de Markov X atteint un état x :

Ty =inf{k=0: X} = x}-
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Définissons également
TS =inf{k>1: Xy = x}:
Il s’agit de deux temps d’arrét. IIs coincident sauf si x estI'état initial auquel cas

Ty =0 tandis que T est le premier temps de retour en x.
On peut reformuler le fait que x conduit a y en termes des temps Ty+ :

X~y &= Py(Ty <o0)>0.

En effet, on a les encadrements suivants :

o0 (o]
k=1, Po(Xp =) < P(Ty <00) =P U Xn =11 < Y. Po(Xa=).
n=1 n=1
Donc
Py(T) <00)>0 <= 3n=1,Py(X,=y)>0.

Si une chaine de Markov est irréductible, cela équivaut au fait que pour tous
x,y€E, IPX(Ty+ <00)>0.
Le fait qu’on considere des espaces d’état finis a la conséquence suivante :

=" PROPOSITION 8.3.
Pour une chaine de Markov X irréductible (sur un espace d’état E fini), il existe
ng=let0<p<1telsque

Py(Ty = kno) < p*, Vk = 1.

En particulier

EL[T)] :[Z_lIPx(T; > () <oo, Vx,y€E,

c.-a-d. qu'avec probabilité un, il faudra un nombre fini de pas pour aller d'un
étatx aun état y.

Lois de probabilité invariantes et temps de retour Nous avons vu qu'une
chaine de Markov irréductible possede une unique loi de probabilité invariante
p mais elle est implicite. On aimerait avoir une formule pour p(x). En bonus,
nous verrons que la formule obtenue se généralise au cas des espaces d’état
dénombrables!

1= THEOREME 8.18 (Formule de Kac).
Pour une chaine de Markov X irréductible sur un espace d’état fini E, l'unique
loi de probabilité invariante u est donnée par

ulx) = ,VxeE.

_
By [Ty ]
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Linterprétation de ce théoreme est que le poids relatif que la loi de probabilité
invariante donne a un état est d’autant plus petit que le temps de retour moyen
a cet état est grand. Nous verrons plus loin comment p(x) s’interpréte comme
la fréquence de visite asymptotique de I’état x par le processus.

Réversibilité Déterminer une loi de probabilité invariante n’est pas en géné-
ral une tache aisée. Il faut résoudre le systeme d’équations linéaires

py) =) p@Px,y), yeE.
x€E
Si E a beaucoup d’éléments, cela fait un grand systeme a résoudre.
Nous allons donner une condition suffisante qui permet de trouver une loi de
probabilité invariante. On dit qu'une matrice de transition sur E est réversible
par rapport a une loi de probabilité v si on a I'identité

V(X)P(x,y) =v(y)P(y,x), Vx,y € E.

#» Exercick 8.5.4. Montrer que P (Xo = x0, X1 = X1,..., Xn-1 = Xn-1,Xn = Xp) =
]PV(X,, =X, Xpn-1=Xn_1,...,X1 =%x1, X0 = xo) pour tout choix d’états xo, X1, ..., Xn
de E. Interpréter le résultat.

Lintérét de cette notion est le suivant :

15" PROPOSITION 8.4.
Si une matrice de transition est réversible par rapport a une loi de probabilité
alors i est invariante.

#» Exercick 8.5.5. Démontrer la proposition.

8.6 Espace d’état infini

Létude des chaines de Markov avec un espace d’état infini est motivée par des
exemples que nous avons rencontrés auparavant : le processus de Bienaymé-
Galton-Watson a pour espace d’état Ny = {0, 1,2,...} ; une promenade aléatoire
symétrique en dimension d a pour espace d’état Z¢. Le fait qu’un espace d’état
ne soit plus fini entraine I'apparition de phénomenes nouveaux par rapport au
cas fini.

8.6.1 Etats récurrents, états transitoires

11 suffit de relire les définitions de classe de communication et d’irréductibilité
pour constater qu’elle ne dépendent pas du fait que I'espace d’état E est fini.
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(") Une chaine de Markov irréductible d’espace d’état dénombrable est donc
définie de la méme facon que dans le cas d’espace d’état fini : partant d'un état
quelconque x, on veut que la probabilité d’atteindre un état quelconque y en
un nombre n = n(x, y) d’étapes soit strictement positive, c.-a-d. P"(x, y) > 0.
Le cas d'un espace d’état dénombrable améne un nouveau phénomeéne : contrai-
rement a ce qu’affirme la Proposition[8.3] qui était valide dans le cas d’'un es-
pace d’état fini, il n’est plus assuré qu’avec probabilité un une chaine de Markov
irréductible puisse atteindre tout état en partant de tout autre en un nombre
fini d’étapes. En particulier, rien n’assure que, partant d'un état quelconque,
ony revienne au bout d'un temps fini.

Illustrons ce phénomene par I'’exemple de la promenade au hasard sur Z sui-
vante : on se trouve en 0 a I'instant 0 (Xp = 0) ; au temps 1 on tire une variable
aléatoire qui vaut +1 avec probabilité p et —1 avec probabilité g. On suppose
que p >1/2 (donc g =1 - p < 1/2). Et ainsi de suite. La position du marcheur a
I'instant nestdonc X, = X;,_1+&, =& +&2+---+¢,,. Onadéjavu que (X,; n = 0)
est une chaine de Markov. Elle est irréductible si p est différent de 1.

& ProposiTION 8.5. Pour touty <0, Po(T, <oo) = 0. En particulier Po(T; < oo) =
0, c.-a-d. le processus ne revient jamais a l'origine avec probabité un.

Démonstration. On va appliquer la loi forte des grands nombres a la somme
de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (¢;;i = 1)
qui sont bornées. Ona IK[¢;] =2p—-1>0et

P( lim Xn =2p-1)=1.
n—oo n

Donc, avec probabilité un, X;, — +oo : le promeneur dérive vers la droite pour
toujours, donc il ne pourra jamais atteindre un état situé a gauche de l'origine
pas plus qu’il ne pourra revenir a l'origine. En faisant démarrer la promenade
depuis un état x > 0, on arriverait bien stir a la méme conclusion en remplacant
l'origine par x quelconque dans’énoncé. Notons que cet argument ne nous dit
rien sur le cas p =1/2. C.QED.
Cet exemple montre qu’il faut distinguer deux sortes d’états :

% DerviTion 8.19 (Etats récurrents & états transitoires).
Soit X une chaine de Markov d’espace d’état E et de matrice de transition P.
dénombrable. Un état x € E est dit
. transitoire siP(T{ <o0) <1;
. récurrent siP(Ty <oo0) =1.

Observons que par définition un état est soit récurrent soit transitoire.

4. Par contre, il peut y avoir une infinité de classes de communication.
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% ExempLE 8.6.1. On considere le processus de Bienaymé-Galton-Watson. 1l est
évident que0 est un état récurrent car il est absorbant : si X, = 0 pour une certain
n alors X, = 0 pour tout k = 1. Tous les autres états sont transitoires.
En effet, on a la borne

P (Ty =0c0)=p>0

caron a
(Xn+1=01 X=X} ={Xp4k=0,Vk21| X, = x} S{Xs #x,Vk = 1| X;, = x}
et P(Xy41 =0|X, = x) = P(x,0) = pj. DoncP (T <oc0) <1-pg§<1.

Nous allons maintenant relier la notion de récurrence et transience d’'un
état au nombre de visites de cet état par le processus :

o0
Ne= ) Lix,=x-

n=1
(Observons que {T; < oo} = { Ay =1}.)

1= THEOREME 8.20 (Dichotomie du comportement du nombre de visites).
Si x est récurrent, la chaine de Markov X* repasse infiniment souvent par x avec
probabilité un :

P x(,/Vx = oo) =1.

Si x est transitoire, la chaine de Markov X* repasse un nombre fini de fois avec
probabilité un :
P x(% = oo) =0.
Plus précisément, si x est transitoire, la variable aléatoire N, suit une loi gégomé-
trique sur N de parametre P, (Ty < oo) < 1. En particulier
1

]Ex[(/‘/x] :m<00

ce qui implique que P (A < 0o) = 1.

Remarquons que ce théoréme exclut la possibilité qu’il y ait un état x tel que
0<Py(ANy=00)<1.
Souvenons-nous que

]Px(Xn = J/) = P"(x, ).

On va reformuler la dichotomie du théoreme précédent sous une forme équi-
valente mais parfois plus simple a vérifier.
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1= THEOREME 8.21 (Dichotomie du comportement du nombre de visites (bis)).

Un état x est transitoire si et seulement si 3. P"(x,x) < oo.

Un état x est récurrent si et seulement si }.9° | P"(x, x) = oo.

Démonstration. Il suffit de remarquer que

Ex[t/yx] :Ex

2 ]1{Xn=x}] = 2 Ex[lpg=n] = 2 Pu(Xn = x) = ) P"(x, ).
n=1 n=1 n=1 n=1

C.Q.ED.

8.6.2 ¥ Etats récurrents, états transitoires (bis)

Il est naturel de se demander ce qui se passe si y est un état récurrent ou tran-
sitoire mais qu'on démarre la chaine d’un état x quelconque. Il est commode
d’introduire la notation

Uyy = IPX(T; <00).

Enongons une proposition et un théoréme qui décrivent la situation. (Notons
que le théoreme en découle.)

=" PROPOSITION 8.6.
Prenons deux états quelconques. Pour tout m = 1
— m-1.
- Po( ANy = m) = upyuyy

La deuxieme formule de la proposition est intuitive : une chaine partant de x
visite y exactement m fois, si elle parvient a y, puis y retourne m — 1 fois avant
de ne jamais y revenir.

=" THEOREME 8.22.

. Siy est transitoire, Py (N, <oco) =1 et Ex[A}] = X5, P"(x,y) = 123”-

. Siy estrécurrent, Py (A =o00) =1 et Py (AN} = 00) = tuyy.

Si I'état y est transitoire, alors pour tout x, Ity [Jt/y] < oo donc Ay < oo IPy-
presque stirement. Par conséquent, quel que soit I'état initial, .4}, < oo, donc
la chaine ne passera qu'un nombre fini de fois par y. Si, au contraire, y est ré-
current et si la chaine part de y, elle y revient une infinité de fois; tandis que si
elle part d'un point x # y, elle peut ou non revenir en y, mais si elle y revient au
moins une fois, elle y revient alors une infinité de fois.
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8.6.3 Chaines de Markov récurrentes et transitoires

On peut avoir I'intuition que si un état x conduit a un état y et qu’il est récurrent
(resp. transitoire), alors y sera aussi récurrent (resp. transitoire). Si on a une
chaine de Markov irréductible, on s’attend donc a ce que tous les états soient
tous transitoires ou bien tous récurrents. Nous allons le démontrer :

15" TuroriME 8.23 (Solidarité de la récurrence).
Si x ~ y (x conduit a y) et que x est récurrent, alors y est récurrent. On a aussi

IF’,C(T;r <oo)=P,(T{ <o0) =1.

Si x ~+ y et que x est transitoire, alors y est transitoire.
Si X est une chaine de Markov irréductible alors tous les états sont tous transi-
toires ou tous récurrents.

Intuitivement, on peut comprendre pourquoi P, (T; < oo) = 1. En effet, comme
x conduit a y la chaine a une probabilité strictement positive d’aller de x a y
sans repasser par x; si nous avions IPJ,(T; < 00) < 1, la chaine partant de y
aurait une probabilité 1-P (T} < oo) > 0 de ne jamais passer par x. Par consé-
quent (d’apres la propriété de Markov!) la chaine partant de x aurait une pro-
babilité strictement positive de ne jamais revenir en x, ce qui contredit le fait
que x est récurrent.

Démonstration. Soit x un état récurrent conduisant a un état y. (EI) Soit ng le
plus petitentier n = 1 tel que P x(Xn = y) > 0. Il existe donc des états xy, ..., Xpy—1
différents de x et y tels que

P(x,x1)P(x1,%2) - P(Xpy-1,y) > 0.
Par conséquent
Po(Ty =)
= IPX(Xl =X, Xo = xg,...,XnO_l = xno_l,Xno = y,Vk =1 Xn0+k # x)
= IPx(Xl = x17X2 =X2).. -)Xno—l = xl’lo—l)Xn() = J/)]Py(Vk =1 Xn0+k # x)
= P(x,x1)P(x1,%2) - P(Xpg—1, ) (1 = Py, (T < 00)).
(On a utilisé la propriété de Markov pour la premiere égalité.) Or x est récurrent,
donc P, (T} = 0o) = 0 et P(x, x1)P(x1,X2) -+ P(xpy-1,)) >0, donc 1 - P, (T <
00) =0, c.-a-d. P (T} <o0) =1.
Montrons maintenant que y est récurrent. Puisque ]P),(T);r <o00) =1>0,il existe
ny =1 tel que P (X, = x) > 0. D’autre part on a que
IPy(Xn1+n+n0) = ]Py(an =X Xn+n=%Xn+n+ny = J/)
= IPJ/(XHI = x)IPx(Xﬂ = x)IPx(Xno = y)

5. On suppose que y # x, sinon il n'y a rien a démontrer.
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Par conséquent
o0
Ey[Ay] = IIPy(Xp =)
p:

[e.°]

= > Py (Xp=y)

p:p=ni+l+ng

o0
= Z ]Py(Xn1+n+no = J’)

n=1
=Py (X, = OP«(Xny = y) Y. Px(Xo =)
n=1

=Py(Xn, = 0)Px(Xn, = y)Ex [ A2].

Or E,[A4¢] = oo puisque x est récurrent et P, (X, = x)Py(X,, = y) >0, donc
Ey [A}] = oo, c.-a-d. y est récurrent.

Puisque y est récurrent et y conduit a x, le début de la démonstration montre
que Py (T} <oo) =1.

Si y conduit a x et si x est transitoire alors y est également transitoire car si y
était récurrent, d’apres le résultat ci-dessus, x serait récurrent.

Si la chaine de Markov est irréductible, tous les états communiquent et il suffit
que 'un soit récurrent pour que tous les autres le soient (par transitivité). La
démonstration du théoreme est donc complete. C.QED.

#v Exercice 8.6.1. Soit X une chaine de Markov irréductible d’espace d’état fini.
Montrer qu’elle est récurrente.

Sorution 8.6.1. Puisque l'espace d’état est fini, il y a forcément un état qui est
visité une infininité de fois. Donc il est récurrent. Par solidarité, tous les autres
états le sont.

8.6.4 Mesures et lois de probabilité invariantes : préliminaires

L'objet de cette sous-section est de se forger une intuition sur ce qu’'on peut es-
pérer généraliser du cas des espaces d’état finis et, en particulier, explorer les
obstacles inévitables qui se présentent dans le cas des espaces d’état dénom-
brables.

Nous savons qu'une chaine de Markov d’espace d’état fini E possede une
loi de probabilité invariante. Quand la chaine est irréductible, il n'y a qu'une
seule loi de probabilité invariante, notée p. Dans ce cas, nous avons obtenu
une formule remarquable (cf. Théoreme|8.18) :

(8.14) ux) = VxeE.

E[T]
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Dans le cas d'un espace d’état dénombrable, on a vu qu'’il peut exister deux
sortes d’états : les récurrents et les transitoires. Intuitivement on peut se dire
que les états transitoires ne vont pas porter une loi de probabilité invariante
car cela contredit I'idée que le processus soit stationnaire.

On est donc conduit a se concentrer sur les états récurrents pour tenter de gé-
néraliser (8:14). Mais une nouvelle question surgit : rien ne nous dit que E, [ T} |
soit toujours fini, contrairement au cas ou E est fini (cf. Théoreme|8.3).

Si x est tel que E [Ty | = oo, la formule donnerait p(x) = 0. Dong, si une
telle formule est vraie dans le cas des espaces d’état dénombrables, on doit se
restreindre aux états récurrents tels que Ex[ T} ] < co. Introduisons les notions
suivantes :

% Derviion 8.24 (Etats récurrents positifs & récurrents nuls).
Soit X une chaine de Markov d’espace d'état E dénombrable. Un état récurrent
x estdit

. récurrent nul siE [T =o00;

. récurrent positif siE [ T{1 < oco.

Il n'est pas facile d'imaginer que Py (T <oo0) = 1toutenayant E,[T; ] =oco:
si une telle chaine de Markov existe, elle repasse une infinité de fois par x avec
probabilité 1 (Théoréme mais il lui faut en moyenne un nombre infini
de pas entre deux visites successives de x. Malheureusement, de tels exemples
existent. C’est par exemple le cas de la promenade aléatoire simple symétrique
sur Z, celle qui saute d'un pas a gauche ou a droite avec la méme probabi-
lité, 1/2. C’est une chaine de Markov irréductible. Tout état x est récurrent nul.
(Nous le démontrerons plus tard.)

Si on compare avec le cas des espaces d’état finis, on peut espérer que I'uni-
cité de la loi de probabilité invariante soit garantie quand on a une chaine de
Markov irréductible. On sait qu’alors tous les états sont soit récurrents soit tran-
sitoires (cf. Théoreme [8.23). Donc, pour espérer avoir (8.14), on doit se res-
teindre aux chaine de Markov irréductibles récurrentes et aux états récurrents
positifs. Une question naturelle se pose : est-ce que les états d'une chaine de
Markov irréductible récurrente sont soit tous récurrents positifs soit tous ré-
currents nuls ? Si la réponse est oui, on peut parier que le bon théoréme est le
suivant : pour une chaine de Markov irréductible récurrente positive, il y a une
unique loi de probabilité invariante qui satisfait (8.14).

Reste un dernier point que nous avons négligé : est-ce qu'une chaine de
Markov d’espace d’état dénombrable admet toujours une loi de probabilité in-
variante ?

Lexemple de la promenade aléatoire simple symétrique sur Z montre ce qui
peut clocher : si on suppose qu'il existe une loi de probabilité invariante y,
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elle doit vérifier le systeme d’équations : u(x) = w, VxeZ.1l seré-

sout par récurrence : u(x) = (0) + (u(1) — n(0)) x. Les nombres p(x) doivent étre
dans [0,1]. Si |x| devient devient suffisamment grand, ce n’est possible que si
1(1) = p(0), mais alors p(x) = u(0) pour tout x. Pour que }_ .7z u(x) = 1 on doit
avoir u(0) =0, c.-a-d. u(x) = 0 pour tout x, ce qui est impossible puisqu’on a
supposé que u est une loi de probabilité. Donc il n’existe pas de loi de probabi-
lité invariante.

Observons que les équations p(x) ont une solution évidente :
1(x) =1 pour tout x. Le probleme est qu’'on ne pas normaliser cette famille de
nombres pour en faire une loi de probabilité.

La morale de cet exemple est qu’il y a des exemples ot ’équation uP = u (P est
la matrice de transition) a une solution mais ce n'est pas une loi de probabilité.
(%)

Terminons cette sous-section en montrant rigoureusement ce que nous avons
intuité précédemment, a savoir qu'une loi de probabilité invariante ne peut pas
étre portée par des états transitoires.

En effet, supposons que p soit une loi de probabilité invariante : pour toutn > 1,
u=puP" c.-a-d.

_ p(x-D+p(x+1)
- 2

py) = )P (x, ).
X€E
Or, d’apres la Proposition [8.22) E[4;] = Y52, P"(x,y) < oo, ce qui entraine
que lim;,_.», P"(x,y) = 0. Comme ), (x) = 1, on peut appliquer le théoreme
de convergence dominée pour passer la limite a 'intérieur de la somme sur E :

p(y) = lim 3 p(x)P"(x,y) =} px) lim P"(x,y) =0, VyeE.

xeE xeE

C’est une contradiction avec le fait que p est une loi de probabilité sur E. On
conclut donc qu’un état transitoire ne peut pas étre dans le support d'une loi
de probabilité invariante.

8.6.5 Existence & unicité des lois de probabilité invariantes

Nous énoncons le théoreme pressenti plus haut. Il ne faut pas se fier a sa brié-
veté : il contient beaucoup d’informations.

= THEOREME 8.25.
Pour toute chaine de Markov irréductible sur un espace d’état dénombrable E,
les deux assertions suivantes sont équivalentes :

6. Lelecteur attentif aura remarqué que dans cet exemple tous les états sont récurrents nuls.
Nous verrons que ce n’est pas une coincidence.
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1. La chaine est récurrente positive, c.-d-d. que tous ses états sont récurrents
positifs;

2. Il existe une unique loi de probabilité invariante L.

De plus, s'il existe une loi de probabilité invariante, elle est unique et elle est don-
née par

(8.15) 1(x) = €E.

1
—, Vx
E.[T{]

1= REMARQUE 8.26. Ce résultat s‘applique bien stir a une chaine de Markov irré-
ductible d’espace d’état fini. D'apres le Théoremel[8.3, elle est récurrente positive,
donc il existe une unique loi de probabilité invariante et on a la formule (8.15).
On peut aussi raisonner dans l'autre sens : d'apres le théoreme|[8.11] il existe une
loi de probabilité invariante. Donc la chaine est récurrente positive et il y a uni-
cité de la loi de probabilité invariante qui est donnée par (8.15).

8.7 Comportements en temps longs

8.7.1 Laloides grands nombres pour des v.a.i.i.d

Un résultat fondamental de la théorie des Probabilités est 1a «loi forte des grands
nombres» :

15" THEOREME 8.27.
Soit (Y,; n = 0) des variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-
buées a valeurs dans R et qui sont intégrables, c.-a-d. IE[| Yy|] < co. Alors

Yo+---4Y,
]P( lim 2T IE[YO]) - 1.
n—00 n+1
On dit que % tend presque siirement vers E[Y].

Un corollaire immédiat de ce théoréme est que si g: R — R est une fonction
borélienne telle que [£[|g(Yp)|] < oo, alors w tend presque stirement
vers [£[g(Yp)]. En effet, si on pose Z,, = g(Y},), (Z,; n = 0) est une suite des va-
riables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées a valeurs dans

R, donc le théoreme s’applique.
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8.7.2 Convergence des fréquences empiriques de visites des états

Notre but est de généraliser la loi forte des grands nombres au cas des chaines
de Markov irréductibles. La motivation de base est la suivante : si y est un état,
la variable aléatoire ZZ:1 1x,=)) estle nombre de visites de I'état y entre les
instants 1 et n, ou bien le temps passé dans I'état y jusqu’au temps n. La pro-
portion du temps passé dans I’état y entre les instants 1 et n est donc

1 n
= Lix=y-
ns

On sait que la proportion asymptotique du temps passé dans un état transitoire
est nulle, avec probabilité un, en accord avec le fait que si on part d'un état x,
on ne va visiter y qu'un nombre fini de fois. En effet : (

lim Z]I{Xk =y} = :/Vy

I’l—’OO

et d’apres le Théoreme8.22} Py(.4} < oo) = 1. Donc

(hm Z]I{Xk "= ) 1.

n—oon

On peut maintenant se demander ce que vaut la proportion asymptotique du
temps passé dans un état récurrent. Intuitivement, cette proportion asympto-
tique doit étre reliée a la loi de probabilité invariante de la chaine. En effet, si
on suppose l'existence de la limite

1
(8.16) v(y) = r}ggo;k;]l{xk:y}, yEE

on peut vérifier que (v(y); y € E) est une loi de probabilité invariante.

Si on a une chaine de Markov qui posséde une unique loi de probabilité in-
variante p alors v = p. Il reste a démontrer que la limite existe, dans quel
sens a lieu la convergence et quel role joue I'état initial de la chaine.

L'état initial de la chaine ne devrait jouer aucun role : si on part d'un état x # y,
on va atteindre y au bout d'un nombre fini de pas ny, puis visiter une infinité de
fois y avec probabilité un. (Ce nombre de pas dépend bien str de la réalisation
de la chaine.)

D’une part, la contribution de ces ny pas de temps a la proportion de visites de
y jusqu’au temps n est au plus ny/ n, qui devient négligeable quand 7 tend vers

7. C’est en fait la fagon rigoureuse de définir .4},. Comme on a une somme de termes posi-
tifs, la somme croit quand # croit, donc la limite existe (elle peut valoir +o0).
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00.
D’autre part, par la propriété de Markov (forte), la chaine redémarre de y en
ayant oublié le passé; le temps moyen entre deux visites consécutives de y est
E,[T ;’ |, donc on s’attend a ce que la proportion de visites soit de I'ordre de
1/ IEly[Ty+ ] lorsque n devient trés grand. Pour que cette proportion asympto-
tique soit non nulle, on voit qu’il faut que I, [ Ty+ | soit fini, c.-a-d. y récurrent
positif.

On se souvient alors du Théoreme : une chaine de Markov irréductible
récurrente positive possede une unique loi de probabilité invariante y avec
p(y) = 1/Ey[Ty].

On a donc montré heuristiquement pourquoi, pour une chaine de Markov ir-
réductible récurrente positive, la proportion asymptotique du temps passé en
y est u(y) et on s’attend a une «perte de mémoire» de I’état initial.

Le dernier point clé est de comprendre pourquoi la limite existe. L'idée
est que chaque visite de I'état y «régénere» la chaine de Markov qui oublie ce
qui s’est passé auparavant (propriété de Markov forte!). Par conséquent, entre
deux visites successives de y, on a un bloc de variables aléatoires de longueur
aléatoire (de longueur moyenne IEJ,[T;r ]) qu’on appelle une «excursion»; ces
excursions sont indépendantes et identiquement distribuées, donc on peut en
principe appliquer la loi forte des grands nombres en normalisant correcte-
ment.

Le théoreme suivant, appelé «théoreme ergodique» pour des raisons historiques,
énonce précisément ce que nous venons de deviner en le généralisant.

1= THEOREME 8.28.

Soit X une chaine de Markov irréductible, récurrente positive, sur un espace
d’état dénombrable E. Notons u son unique loi de probabilité invariante. Soit
g : E — R une fonction dont l'espérance par rapport a  est finie, c.-a-d. I, [| 1] =
2 xerl8(X)|p(x) <oo.

On suppose que l'état initial X, suit une loi de probabilitév. Alors

1 n
IPV( lim — ) g(Xy) = Eu[g]) =1.
n =

n—oo

Une fonction g bornée est intégrable. Lexemple le plus important est I'indica-
trice d'un état y, c.-a-d. 1,-,.

Remarquons que la limite, I£,[g], ne dépend que de g et de u, pas de la loi de
probabilité initiale : c’est la «perte de mémoire» que nous avons évoquée plus
haut. Pour abréger, on dit donc simplement que % Y 1—1 8(Xy) converge presque
strement vers I5,[g], sans faire mention de la loi initiale.
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Grace au théoréme précédent, nous avons une interprétation claire de la loi
de probabilité invariante quand on I'applique a g(x) = T =) :

1 n
=Y Lxmy — u(y) =
w i e B [77]

presque slirement.

Mentionnons que le théoreme s’applique aux chaines de Markov récurrentes
nulles et transitoires, comme on s’y attendait :

1" PROPOSITION 8.7.
Si X est une chaine de Markov récurrente nulle ou transitoire alors
12 n—oo N
— Z 1ix,=yy —— 0 presque sirement.
n
k=1

v ReMARQUE 8.29. On peut généraliser le théoreme|[8.28 aux fonctions g de deux
variables (g : E x E — R). 1 faut supposer que }_ ycg t(X)P(x, y)|g(x, y)| < oco.
On a presque stirement :

lim — Zg(Xk;Xk+1)— Y pX)Px, y)g(x,y).

n—oon x,yeE

8.7.3 Convergence des chaines de Markov & stabilité d'une loi
de probabilité invariante

Heurisitique Une conséquence du Théoreme est que pour toute loi de
probabilité initiale v on a

(8.17) lim — Y P,(X,=y)=py), yeE

ol u est la loi de probabilité de la chaine de Markov. En effet,
1 n
— ) Iix,=p<1
n Z’-l {Xe=y}

donc, par le théoréeme de convergence dominée,

1 n
im = 3 x| = Blp(y)] = p(y).
=1

n—oo

Puisque

[zm&ﬂ zEuWﬂp émwﬁn



206 CHAPITRE 8. DYNAMIQUE MARKOVIENNE DISCRETE

on a bien (8.17). En particulier, si v(z) = § 4, on a pour tout y € E

N S
Jim — [Z:1P (X, ) = uy)
car Py(X, = y) = P/(x, ).
11 est naturel de se demander si cette convergence a encore lieu sans faire la
moyenne arithmétique. On sait déja que c’est impossible en général : la chaine
de Markov a deux états étudiée en détail plus haut nous I’a montré. En effet, si
p=q= %, la chaine oscille indéfiniment entre I’état 1 et I’état 2 car la matrice

1 0
vérifie facilement que Py (X = 1) = 1 et Py (Xp441 = 1) = 0 pour tout k > 1. On
a bien %Z?zl P (X, =1) — 3 = p(1) mais (P (X, =1); ¢ > 1) ne converge pas.

0 1
de transition est ( ) La loi de probabilité invariante est p(1) = p(2) = % eton

Périodicité et apériodicité Voyons comment généraliser la situation précé-
dente. Le graphe de transition suivant est clairement irréductible :

Il

FIGURE 8.9

- o
-

J— .
B

Pour fixer les idées, disons que P(x,x+1) = pet P(x,x—1)=1—p, avec p € [0,1]
et les idenfications 5 = 1, 0 = 4 (promenade aléatoire sur le domaine pério-
dique {1,...,4}. On observe la chose suivante : si la chaine est dans '’ensemble
Co = {1,3} a un instant donné, elle ira dans '’ensemble C; = {2,4} a I'instant
d’apres et vice versa. La chaine alterne entre ces deux ensembles : si Xy € Cy
alors X; € C1, X5 € Cy, X3 € C1, X4 € Cp,.... On dit que la dynamique est pério-
dique, de période 2.

#» Exercice 8.7.1. Montrer que la promenade aléatoire simple symétrique sur Z.
est de période 2.

#» Exercice 8.7.2. Donner un exemple de période 3.

Soit X une chaine de Markov d’espace d’état E et de matrice de transition
P.Puisque P"*" = P™P" ona

P"™"M(x,y) = P"(x,2)P"(z,y), Vm,n=0,x,y,z€ E.
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En particulier P?"(x, x) = (P"(x, x))2 et plus généralement

P x,x) = (P(x,0)’, £>1.

Dong, si P"*(x,x) >0ona P[”(x, x) > 0 pour tout £ = 1. Dit autrement, si n divise
m (ce qu’'on note n|m) et si P"(x, x) > 0 alors P"*(x, x) > 0: tester s’il est possible
de retourner en x en m pas peut se faire en prenant I'un des diviseurs de m.
Nous sommes conduits a poser la définition suivante :

3 DeriniTioN 8.30 (Période d’'un état & état apériodique).

Pour une chaine de Markov d'espace d’état E et de matrice de transition P, la
période état x est le plus grand commun diviseur de tous les entiers n = 1 tels
qu'il soit possible de revenir en x en n pas :

d(x)=rcep{n=1:P"(x,x) > 0}
Un état x est dit apériodique si d(x) = 1. (Eb

Cette définition signifie que si P"(x, x) > 0 alors n est un multiple de d(x) et que
d(x) est le plus grand entier ayant cette propriété. Les retours dans |'état x sont
seulement possibles via des chemins dont les longueurs sont des multiples de
d(x).

X Exempres 8.7.1.
. Reprenons la promenade aléatoire simple symétrique sur Z.. Nous avons déja
observé que P?**1(0,0) = 0 car pour revenir en 0 il faut nécessairement faire un
nombre pair de pas. Donc d(0) = 2. 1l est clair que tout état est de période 2.

. On autorise la promenade précédente a faire du «sur place» : P(§ = +1) = p,
PE=-1)=¢q,PC=0=r,pqgr>0&p+qg+r=1letX,=3%]_ ¢k Ona
d(0) =1 puisque P(0,0) = r > 0 et que donc1 € {n=1:P"(0,0) > 0}.

. SoitE=1{1,2,3} et

1
0

1
p=2
3 0

— N O
oNn= O

Ona P(1,1) =0, P2(1,1) = P(1,2)P(2,1) >0, P?(1,1) = P(1,2)P(2,3)P(3,1) > 0
donc
2,3tc{n=1:P"(1,1) >0}

et commerccn{2,3} =1, onad(1) = 1 alors que P1(1,1) = 0.
. Une chaine de naissance et mort pour laquelle r,, = 0 pour tout x est périodique
de période 2. Par contre, s’il existe x tel que ry > 0, la chaine est apériodique.

8. Pour étre précis, la période est définie pour un état essentiel. On peut aussi décréter que
si{n=1:P"(x,x) >0} =Fonad(x)=1.
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Il est naturel de se demander si un état périodique x qui communique avec
un état y est lui-méme périodique et a la méme période. En particulier, si on a
une chaine de Markov irréductible, tester la périodicité ou I'apériodicité se fait
en prenant n'importe quel état. On a le résultat suivant :

15" PROPOSITION 8.8.

Six e~ yalorsd(x) =d(y).

En particulier, tous les états d’'une chaine de Markov irréductible sont de méme
nature puisqu’ils communiquent tous entre eux : tous périodiques de méme pé-
riode ou bien tous apériodiques.

La définition suivante s'impose donc :

3 Derinition 8.31 (Chaine de Markov apériodique).
Une chaine de Markov irréductible est apériodique si un de ses états l’est.

Lapériodicité d'un état peut se caractériser d’'une autre maniere :

1= ProPOSITION 8.9.

Si x est apériodique alors il existe ny = 1 tel que P" (x, x) > 0 pour tout n = ny.

Si une chaine de Markov est irréductible et apériodique alors pour tous x,y il
existen™ = n*(x,y) tel que P, (X,, = y) = P"*(x,y) > 0 pour tout n=n*.

Cette proposition nous montre que 'apériodicité est sans doute la bonne no-
tion pour éliminer le comportement désagréable des exemples vus plus haut :
pour une chaine irréductible et apériodique, il y a une probabilité strictement
positive de connecter deux états quelconques au-dela d'un certain temps. Donc
une telle chaine ne pourra pas osciller indéfiniment entre plusieurs états. Nous
allons démontrer que tel est le cas :

1= THeEorEME 8.32 (Convergence des chaines de Markov).

Soit X une chaine de Markov irréductible et apériodique d’espace d’état E dé-
nombrable. Soit u son unique loi de probabilité invariante. Pour toute loi de
probabilité initiale v, on a

nh_I)n P,(X,=x)=pux), xeE.

#y Exercice 8.7.3. Montrer qu'une chaine de Markov irréductible d’espace d’état
fini E est apériodique si et seulement si il existe in = 1 tel que P"(x,x) > 0 pour
toutn = n et pour tout x € E.
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8.8 Démonstrations

8.8.1 Théoremel8.17

Avant de démontrer ce théoréme, établissons une proposition :

= ProposiTION 8.10.
Soit P une matrice de transition irréductible définie sur un espace d’état E et
h: E — R une fonction telle que

h(x)=)_ P(x,)h(y).
yeE

Alors h est constante : il existe hy tel que h(x) = hy pour tout x € E.

Il est évident que de telles fonctions existent : toute fonction constante fait I’af-
faire. La proposition affirme que ce sont les seules fonctions qui ont cette pro-
priété.

Démonstration de la proposition.

Puisque E est fini, il existe forcément un état xy ot la fonction & atteint son
minimum h(xp) = min{h(y); y € E}. Supposons qu'il existe z tel que P(xp,z) >0
et h(z) > h(xg). Sic’estle cas on a

h(xo) = ) P(xo,y)h(y) > P(x0,2)h(x0) + Y, P(x0, Y h().
yeE y#z

Comme h(y) = h(xp)

h(xo) > (P(x0,2) + Y_ P(x0,))h(x0) = ( )_ P(x0,y))h(x0) > h(x)
y#z YEE
puisque ). yee P(x0,y) = 1. Nous sommes arrivés a une contradiction, donc la
fonction h est égale a h(xp) pour tous les états y qui communiquent avec Xy
en un pas de temps. On raisonne de méme pour les états y qui communiquent
avec xy en n pas de temps en utilisant le fait que P"(y, xo) > 0 et que h = P"h.
Autrement dit, le raisonnement précédent peut étre reconduit pareillement avec
la matrice de transition P = P". La proposition est donc établie. C.Q.ED.

Démonstration du théoreme.
Nous savons qu'’il existe une loi de probabilité invariante d’apres le Théoreme
Notons-la u. Montrons que p(x) > 0 pour tout x € E. Puisque Y g pu(x) =1
il existe un état xp tel que p(xp) > 0. La matrice de transition P étant irréduc-
tible, xo communique avec tout état y : il existe n = 0 tel que P"(xp, y) >0.On a
WP™ = u par invariance, ce qui implique que

L) =Y w2)P"(z,y) = pxe)P" (xo,y) > 0.

z€E
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Pour montrer que p est la seule loi de probabilité invariante, on suppose qu'’il
en existe une autre, qu'on note v. On introduit la matrice de transition
()

u
V) =Py, x)——, x,y€E
Q(x,y)=P(y x)u(x) X,y

et la fonction f(x) = % On vérifie aisément que f = Qf et par la proposition
ci-dessus, on en déduit que f est un fonction constante, donc v = p. C.Q.ED.

#» Exercice 8.8.1. Vérifier que Q est bien une matrice de transition et que la fonc-
tion f satisfait I'équation f = Qf.

8.8.2 Proposition (8.3

La chaine étant irréductible et E fini, il existe € > 0 et un entier n = 1 tels que,
pour tous x, y dans E, il existe 1 < j < n tel que

pJ (x,y) =e€.

(En effet, on sait qu’il existe j = j(x,y) =1etd =6(x, y) >0 tels que PJ(x, y) =0.
Puisque il y a un nombre fini de couples possible du fait que I'espace d’état est
fini, on peut prendre n = maxy, , j(x, y) et € = miny,, 6 (x, y).)
La probabilité d’atteindre pour la premiere fois tout état y en partant de n’'im-
porte quel état en au plus n pas de temps est au moins €. L'inégalité suivante
est donc vraie uniformémenten x, y :

Jrg}%)}gIPx(T; >n)<l-e.
Plus précisément, 0 < € < P/(x,y) = Py(X; = y) = Py(Ty < j) < Px(T); < n).
Observons que € < 1 sinon cela contredirait I'irréductibilité. En itérant ceci on
a obtient

P(T} > kn) = E,

Lrtsge-nn I

n
(VX k-1yn+i # y}’X(k—l)n # J’] }
i=1

Le dernier terme peut s’exprimer par la propriété de Markov comme 1I'événe-
ment {7, > n} pour la chaine décalée en temps. Conditionnellement a {X k-1, #
¥}, on peut le borner uniformément par 1 —e etona

P(T) > kn) <1 —e)Ex[]lTP(k_Dn

En itérant on obtient
Py(Ty > kn)<(1-o)*.
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Pour toute variable aléatoire Z a valeurs dans IN, on rappelle I'identité classique

(8.18) EZ1=) P(Z=0).
=1

On obtient donc

Ex[T;] :[lePx(T; >0) < nkZIIPx(Ty+ > kn) < nkzl(l—e)k<oo.

Ce qui permet de conclure la démonstration. C.Q.ED.

#» Exercice 8.8.2. Montrer (8.18).
Solution. Le plus rapide est de remarquer que

o0
Z = Z ]].{Z;k}.
k=1

Eneffet, si Z =i, Y32, Lix<ij = i. On prend l'espérance :

o0

o) o)
E[Z]:E[Z]I{sz}] = Z]E[]I{ZBIC}] = P(Z=k).
k=1 k=1 k=1

8.9 Notes

Iy a d'innombrables livres sur les chaines de Markov en langue anglaise, de ni-
veaux et d'objectifs tres divers. Citons par ex. [Durl2], [Nor98], [KS76], [KSK76],
etc. En langue francaise citons par exemple [Bré09] et bien str le polycopié du
cours de MAP 432 de T. Bodineau. On y trouvera la démonstration des théo-

remes|8.18][8.28]et[8.32]
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Troisieme partie

ETUDE DE QUELQUES MODELES

213
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CETTE partie est consacrée a I'étude d’un certain nombre de modeles grace
aux outils de la partie précédente. Certains modeles ont été définis dans
la partie[ mais seulement défrichés.
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Chapitre 9

Sur les modeles proie-prédateur

9.1 Le modele de Rosenzweig-McArthur

Considérons le modele :

o.1) x = rx(l - %) S e

yo=y(-d+ L)

ol x représente la densité des proies et y celle des prédateurs. Tous les pa-
rametres sont supposés strictement positifs. En 'absence de prédateurs, les
proies ont une croissance logistique (compétition intra-spécifique). En I'ab-
sence des proies, les prédateurs déclinent exponentiellement vite. Le terme —=
est le nombre de proies consommeées par prédateur et par unité de temps. Il
temps vers la limite ¢ lorsque x devient tres grand.

Les points (0,0) et P = (0, K) sont des équilibres, quelles que soient les va-
leurs des parametres. Ils se trouvent sur le bord de R2. Le lecteur vérifiera fa-
cilement que le point (0,0) est un col pour tout jeu des parametres. Sa variété
stable est 'ensemble des y = 0 et sa variété instable est ]0, K.

Les isoclines nulles sont une parabole (dont les branches sont dirigées vers le
bas) et une droite verticale qui peuvent se couper dans int(IR2) pour certaines
valeurs des parametres. Observons que ’abscisse du sommet de la parabole est
x=514

#1Exercice 9.1.1. Montrer que sib < d ou bien K < ad/(b—d) alors toutes les tra-
jectoires du systéme qui sont dans int(R%) convergent vers 'équilibre P = (K, 0).

On se place dorénavant dans le cas ou

9.2) b>d et K>adl(b—-d)

217
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En particulier, les isoclines nulles se coupent dans int(R?) en un unique point
F=(x*,y") avec

La matrice jacobienne évaluée au point F s’écrit

x* cy* 1) _ cext

(a+x*)2 K a+x* |,
* ab

Y @rx)? 0

Son déterminant est toujours positif mais sa trace peut changer de signe : il est
facile de vérifier que si K < a+2x* alors F est un puits (un foyer attractif en fait)
etsi K> a+2x*, c’est une source (un foyer répulsif en fait).ﬂ Remarquons que
ces conditions s’interprétent géométriquement car X = % est 'abscisse du
sommet de l'isocline parabolique : si F se trouve a droite du sommet de cette
parabole, I’étude des signes montre clairement que F est bien un foyer attractif,

tandis que si F se trouve a gauche de ce sommet, F est bien un foyer répulsif.

Nous laissons le lecteur vérifier que, sous les conditions (9.2), '’équilibre P
est un col, dont la variété stable est I'axe des x > 0 et dont la variété instable
est composée de deux trajectoires dont une seule de trouve dans RZ. Prenons
un point X sur cette trajectoire. Son ensemble w-limite n'est pas vide et il est
compact. Nous pouvons appliquer le théoreme de Poincaré-Bendixson pour
conclure que w(X) est une trajectoire périodique I'. (En effet, w(X) ne peut
contenir d’équilibre car les trois équilibres sont répulsifs.) Cette trajectoire doit
entourer un équilibre, c.-a-d. nécessairement le point F. Il est donc clair que
cette trajectoire est un cycle limite stable.

Il est possible de démontrer I'existence d’un cycle limite grace au théoréme
de bifurcation de Hopf. Si le scénario de cette bifurcation est intuitivement
clair, les détails sont assez techniques. Le lecteur intéressé est prié de consulter
[Kuz04, pp. 99-102].

#» Exercice 9.1.2. Montrer que si K < a+2x* alors il n'existe pas de trajectoires
périodiques.

(Indication : on pourra utiliser la fonction de Dulac B(x,y) = %y“‘l, ol a est
un parametre a ajuster pour pouvoir appliquer le critere de Dulac.

1. Dansle casou1 K = a+2x", F est un centre pour le systeme linéarisé. Rappelons que dans
ce cas, nous ne pouvons rien déduire de cette information sur le systéme original.
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FIGURE 9.1: Modele de Rosenzweig-McArthur. A gauche : cas ot les isoclines
nulles ne s’intersectent pas. A droite : cas ol elles s'intersectent, rendant pos-
sible I'apparence d’'un cycle limite.

9.2 Théoreme de Kolmogorov-Brauer

Le modele le plus général d’interaction de deux espéces est de la forme

y=y8x,y)

Comme on le sait, cette forme garantit que le bord de R? est invariant, donc
R? lui-méme.

Pour une modélisation de type proie-prédateur, on fait les hypothéses sui-
vantes :

(i) ona

of
dy

(ii) Il existe K > 0 (la capacité de charge pour la population de proies) tel

que f(K,0) =0et f(x,y) <0six>K.Il existe ] >0 (densité minimum
de proies supportant la prédation) tel que g(J,0) = 0.

Le modele de Rosenzweig-McArthur est un cas particulier de modele de
Kolmogorov. Le théoreme suivant montre que les solutions ne démarrant pas
sur le bord de R2 sont bornées. C’est ce que nous avons affirmé pour le modele
de Rosenzweig-McArthur quand nous avons appliqué le théoreme de Poincaré-
Bendixson.

(x,y) <0 6—g(xy)>0 a—g(xy)<0
M )ax ) )ay ) .

1= THEOREME 9.1. Sous les hypotheses (i) et (ii) ci-dessus, toute solution du modele
(9.3) telle que x(0) > 0 et y(0) > 0 reste bornée pour tout0 < t < +oo.

Démonstration. Puisque X < 0 si x > K, x(f) ne peut pas tendre vers +oo. La
seule situation pour qu'une solution ne soit pas bornée est que y(f) tende vers
+00 dans une région ou x < 0 (c.-a-d. f(x,y) <0) et y >0 (c.-a-d. g(x,y) > 0).
Prenons un nombre a > 0 quelconque, xp > K et yp au dessus du maximum de
la courbe f(x,y) = —a. Soit (x(¢), y(¢)) une solution avec x(0) = xy et y(0) = yp.
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D’une part, nous allons démontrer que cette solution traverse la courbe d’équa-
tion g(x,y) = 0 et entre dans la région ou x < 0 et y <0, ce qui impliquera que
la solution ne peut pas tendre vers l'infini. D’autre part, toute solution telle
que x(0) < xp et y(0) < yo est forcée de rester bornée car elle ne peut croiser
la trajectoire de (x(t), y(t)). Tant que cette trajectoire demeure dans la région
oux<O0ety>0, (x(#),y(r) reste au dessus de la courbe f(x,y) = —a, et donc
ona f(x(1),y(t)) <—a.On a également

dg(x(t), y(1)) g

. 0g -
= = (0, y ()i + E(x(t),y(t))yso
puisque 3% (x,y) > 0, & < 0, ¥ (x,y) < 0 et y > 0. Donc g(x(8), y(1)) < g(x0, yo)

pour tout ¢ = 0. Soit maintenant 8 = g(xo, yo)/a > 0 et soit L(x, y) = xﬁy. Ona

%L(x(r), y(0) = Py + xPy

=BxP Ly fx, )+ xPg(x,y)
=xPy(fx, )+ g(x, 1)
< xPy(-Ba+ g(xo, o)) <O0.

Donc, t— L(x(?), y(t)) est une fonction décroissante et L(x(t), y(f)) < L(xo, yo)
pour tout ¢ = 0. Dans la région ol x = /, qui contient la région ou x <0 et y >0,

nous avons 5
X0 Yo X0 )P
(<2< (—) .
y ()P 7 Yo
Autrement dit, la solution (x(£), y(¢)) ne peut pas étre telle que y(t) tende vers
+o00 mais doit aller dans la région ot X < 0 et y <0, et donc doit rester bornée.
C.Q.ED.

On peut utiliser le théoréme précédent et appliquer le théoréme de Poincaré-
Bendixson pour conclure que toute trajectoire tend soit vers un équilibre at-
tractif soit vers un cycle limite stable.

9.3 Exercices

9.3.1 Modele de Leslie-Gower
Soit

_ y
y=(r2—a2%)y,
ol les parametres ry, 12, ap, ap sont strictement positifs et by = 0.

{J'c: (n-a1y-bix)x
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1. Décrire ce modele.
2. Décrire qualitativement ce qu'’il se passe quand x tend vers 0.
Dans la suite, on étudie le modéle pour (x, y) € int(R?).
3. Déterminer I'équilibre intérieur du systeme qu’on notera E = (X, j).

4. Vérifier les identités suivantes (cruciales pour la suite) :
ToX = 612_)7, r= dl_')_/+ blfc.

5. Soit
X X aXx
Lix,y)=In|{—=|+—+—]1
(x,) n()'c)+x+ . (n

+

)

Y
y

< I=

Montrer que

. b
Ly =-2a-02-Ly-pe.
X y

En déduire que I'équilibre E est globalement asymptotiquement stable.
Nota bene: On distinguera les cas b; > 0 et b; = 0. On n’oubliera pas de montrer
que le minimum global de la fonction L est atteint en E.

9.3.2 Modele de Beddington

On considere le modele :

. __axy

{x =rx 1+bx+cy
. axy
V= my+el+bx+cy’

ol les parametres a, b, ¢, e, m, r sont strictement positifs.

1. Comparer ce modele au modele proie-prédateur de Lotka-Volterra puis
de Holling. Commenter le terme xy/(1+ bx + cy). Que représente e ?

2. Tracer les isoclines x =0 et y=0.
3. Etudier la stabilité locale de (0, 0).

4. Ecrire les conditions sur les parameétres garantissant I’existence d’'un équi-
libre dans int(IR?) qu’on notera (X, ). Etudier sa stabilité locale.

5. Lorsque b varie, a quoi s’attend-on ? Faites des dessins appropriés.
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9.3.3 Bifurcation par effet Allee

On considere le modele

dT Ko

dp

— =bNP-mP
dT

ou les parametres r, K, ¢, b et m sont positifs et 0 < Ky < K.

1. Mettre le systeme sous la forme adimensionnelle suivante :

Xy (f—l)(l—x)— = x[g(0) ~ ]
5|5 y|=xlg -y
dy_

_dt_’B(x a)y.

On donnera les expressions de a, 3,y en fonction des parameétres de dé-
part.

. Dessiner les isoclines correspondant a dx/dt =0 et dy/d¢ = 0 et déter-

miner les points d’équilibre en fonction des parametres.

. Etudier en fonction des parametres la stabilité des trois points d’équi-

libre qui se trouvent sur I’axe des abscisses.

. Lorsque y < a < 1, étudier la stabilité du point d’équilibre qui se trouve

alintérieur du quadrant positif en fonction de @. Argumenter pourquoi
il est possible qu'un cycle limite apparaisse (c’est en fait un exemple de
bifurcation de Hopf).

. Dans le méme régime que la question précédente, a quoi peut-on s’at-

tendre lorsque a tend vers v si le cycle limite a un diameétre de plus en
plus grand ?



Chapitre 10

Sur la compétition et la coopération

10.1 Un modele de coopération

On considere le systéme

dx _ _ X Y
a =X 1 Kl+04K1
dy _

_r X
dl'_rzy K2+ﬁK2 ’

ol les parametres a, B, r1, 12, Kj et K, sont strictement positifs. Chaque popula-
tion a un effet positif surla croissance de I'autre : c’est interaction mutualiste, c-
a-d une association a bénéfices réciproques. On constate qu'en I’absence d'une
des populations, I'autre tend vers sa capacité de charge. Autrement dit, chaque
population peut survivre sans I'autre. On a un mutualisme facultatif.

Pour réduire le nombre de parametres mais aussi interpréter plus facile-
ment les différents régimes, on fait le changement de variables suivant :

u=—, v:l,rzrlt.
K K

On obtient le modeéle adimensionné

dr
dv

{d—“:u(l—u+av)
dr

=rv(l—-v+bu)

avec © ©
r a
P2 o PR
n Ky K>

Les équilibres sont au plus au nombre de quatre :

0,0), (0,1), (1,0) et (i, V)
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avec
l1+a 1+b

H=——, V= .
l1-ab 1-ab

L'équilibre (0,0) est I'équilibre trivial, (1,0) correspond a I’équilibre logistisque
de la premiére population et a I'absence de la seconde, et vice versa pour I'équi-
libre (0, 1).

Nous retenons I'équilibre (i, 7) uniquement s’il se trouve dans le quadrant po-
sitif, c’est-a-dire uniquement si ab < 1.

1= REMARQUE 10.1. On observe alors que
u>1,ov>1.
Puisque x = Ky il et y = Ky 1, cela signifie que
x>Ky, > Ko.

Comme il se doit, le mutualisme induit que, si on se trouve en cet équilibre, les
effectifs des populations sont plus élevés que si elles étaient isolées.

Les isoclines zéros verticales sont les droites
1
u=0 ou v=—(u-1).
a

Les isoclines zéros horizontales sont les droites
v=0 ou v=1+bu.

La figure suivante montre les deux situations qualitativement différentes appa-
raissant dans le modele (onaprisr=1) :

. quand ab > 1, on s'attend a ce que les trajectoires issues de int(R?)
tendent vers l'infini. C’est facile a démontrer car, d'une part, la zone
du quadrant positif comprise entre les deux demi-droites attire toutes
les solutions ne s’y trouvant pas déja. D’autre part, une fois qu’'on se
trouve dans cette zone, on vérifie facilement que # > 0 et ¥ > 0 pour
toute condition initiale qui n’est pas sur les axes de coordonnées. Les
solutions n'ont donc pas d’autre choix que de croitre indéfiniment;;

. quand ab < 1, on s’attend a ce que les solutions issues de int(]Ri) tendent
vers I'équilibre intérieur.
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FIGURE10.2:a=1,b=0.5 (ab<1)

Stabilité locale des équilibres La matrice jacobienne en un point quelconque
(u, v) s’écrit
1-2u+
A(u,v):( u+av au )

rbv rl-2v+bu)

e En (0,0)ona

1 0
A(0,0)=(0 r)'

c-a-d que (0,0) est localement un noeud instable.
eEn (1,0)ona

-1 a
AL, 0) = ( 0 r(1+b))'

c-a-d que (1,0) est localement un col car le déterminant est toujours positif,
quelles que soient les valeurs des parametres.

1= REMARQUE 10.2. On peut vérifier que la variété stable de ce col est composée de
10,1[ et de]1,+ool. Dans ce cas, elle coincide avec le sous-espace stable associé a
la valeur propre —1.

e On a un résultat similaire pour (0, 1).
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* On se place dans le cas ab < 1 et on étudie I'équilibre (iz, ¥) qui se trouve
dans le quadrant positif. On a

A(Q’D):(1—2u+av ai )

rbv r(l-2v+ bir)

qui devient (apres substitution par les équations vérifiées par i, )

A(a’ﬁ):(—a all).

rbv —rv
La trace de cette matrice est négative et le déterminant est > 0 car il vaut
r(l-ab)uv.

Donc (i, ) est localement un puits, donc localement asmptotiquement stable.

On a donc les deux populations qui coexistent avec des effectifs constants a
I'équilibre. La simulation ci-dessus suggere que (i, ¥) est globalement asymp-
totiquement stable. Nous allons le démontrer.

Stabilité asymptotique globale de (&, 7)) On se place dans les conditions ou
I'équilibre (i, ¥) existe (ab < 1). Posons p := -7= et introduisons la fonction L :
int(IRi) — R définie par

L(u, v) =ln(—b_t)+ﬁ—l+p(ln(—lf)+z—1).
u u v v
Nous allons montrer que

L(u,v)=(2——3——g)+PT(2——ﬁ——If)+aD(2—a_l_}_u_D)

Les relations suivantes (que le lecteur peut vérifier) s’avereront fort utiles :

1 1 1 u
1:—_—|—a—_, 1:—+b__'
v

i i v
On calcule la dérivée de L le long des trajectoires :

. i v
L(u,v) = (1——)(1— u+av) +pr(1— —)(1— v+ bu).
u v
On va réécrire le terme 1 — u + av en utilisant I'indication de I’énoncé que 1 =
1 v
—+az:
u u

1 v
l-u+av=1+av—uxl (1=—+a—)
u u

u (U u
:1——_+dl}(—_——_).
u 1% u
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On développe maintenant le produit (1 —%) (1-u+av) qui apparaitdans L(u, v) :
17}
(1——)(1— u+av)=
u

u u uv v u
(10.1) (2————)+av(l——+———),
u u uv v u

On procede de laméme maniere avec le produit p r(l - %) (1-v+bu) en utilisant

cette fois-ci la relation 1 = % + b—g :

pr(l——z)(l— v+bu) =

(10.2) or (2—%—%)+w(1—%+5—§).

=av

En rassemblant (10.1) et (10.2) on obtient donc

L(u,v) = (2—%—%)+pr(2—%—%)+“”(1‘_+% /“/“——*/”/ %)

On a donc L(u, v) < 0 pour tout u, v > 0, sauf en (i, ¥). (En effet, chacune des
parenthéses est de la forme — (X — 1)/ X, avec X > 0.) Il est facile de vérifier que
L atteint son minimum uniquement en (i, 7). On peut donc appliquer le théo-
reme de Liapounov : cet équilibre est asymptotiquement stable.

Enfin, on constate que L(u, v) — +oo lorsqu’on tend vers I'un des axes de co-
ordonnées et quand || («, v) || — co. On conclut grace a un résultat du cours que
I’équilibre est globalement asymptotiquement stable.

Amélioration du modele Une facon simple de remédier a I’explosion des po-
pulations du modele précédent est de poser

{%‘“(1—u+m)

dv _ _ bu | .
I rv(l Vi,

Il s’agit tout simplement d’introduire un effet de saturation de la méme forme
que dans le modele proies-prédateurs de Rosenzweig-McArthur. Intuitivement,
cette modification ne doit pas altérer qualitativement le cas ou ab < 1.

10.2 Trois compétiteurs : 'exemple de May-Leonard

Si trois populations ou plus sont en compétition, un autre phénomene, assez
curieux, peut apparaitre. On dirait que, durant un laps de temps, la popula-
tion 1 est forcée d’étre I'unique survivante. Puis, soudainement, sa densité s’ef-
fondre pour laisser la population 2 dominer. Enfin, apres un laps de temps,
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la population 2 laisse place a la population 3. Cette derniere semble I'ultime
vainqueur de cette compétition, mais la population 1 réapparait au dépens des
deux autres qui déclinent. Et la ronde recommence...

Un modele rendant compte d'un tel comportement est le suivant :

1 =x1(1-x1 —axy— Px3)
(10.3) )'62 = XZ(l — ,Bxl — X2 — OCXg)

X3 = x3(1 — axy — Bxo — x3)

ou0< B <1eta+pf>2.1lestclair que ce modele est artificiel, mais il est
explicitement analysable et met a nu un mécanisme présent dans des modeles
plus généraux.

Le modele présente une symétrie de permutation cyclique évidente :
si on remplace la population 1 par la 2, la 2 par la 3, et la 3 par la 1, les équa-
tions sont inchangées. Grace a cette symétrie, les calculs sont rendus possibles.
En particulier, le calcul des valeurs propres de la matrice jacobienne est tres
simple. Rappelons qu'une matrice n x n est dite circulante si elle est de la forme

Co c1 C ... Cpn-
Ch-1 C C1 ... Cp—=2
(10.4)
C1 Cr C3 ... Co

ol une permutation cyclique transforme chaque ligne en la suivante.
#y Exercice 10.2.1. Vérifier que les valeurs propres de sont

n-1
(10.5) pe= Y ciA*, k=0,...,n-1

j=0
et les vecteurs propres sont
(10.6) Yy = (1, AK A%k A Dk,
ot A est la racine néme de l'unité :

A =exp(2mi/n).

Revenons au modele (10.3) et observons qu’il admet un unique équilibre
intérieur X* donné par
1

10.7 X'=x=x = ——-
(10.7) L7278 " 1va+p
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La matrice jacobienne en ce point est

) -1 -a -f
Trasp| P L)
-a -f -1

C’est une matrice circulante. Par (10.5) ses valeurs propres sont o = —1 (avec
comme vecteur propre associé (1,1,1)) et

2il3 _ go

La partie réelle commune de p, et uy est donc

( a+p
— -1+
l+a+p 2

qui est positive par hypothése. Donc I'équilibre X* est un col.
Il y a quatre autres équilibres mais ils se trouvent sur bd(]Ri) :(0,0,0) (qui
est une source), et les cols e; = (1,0,0), e, = (0,1,0), e3 = (0,0, 1).

X3

V X2
X1

FIGURE 10.3: Modele de May-Leonard

La restriction de a la face x3 = 0 donne le modele de compétition
pour x; et x», celle que nous avons présenté au chapitre |5, section
En I'absence de la population 3, la population 2 est dominante : la population
1 disparait. Ceci implique que la variété stable de e, est ’ensemble {(x, x2, x3) :
x1 = 0,x2 > 0,x3 = 0} et que la variété instable de e; est 'unique trajectoire
I', convergeant vers e,. Sur les autres faces du bord de Ri, la situation est
du méme type : dans le plan x; = 0, il y a une trajectoire I's dont I'a-limite
est e; et 'w-limite est e3, tandis que dans le plan x; = 0, il y a une trajectoire
I'; dont I'a-limite est e3 et 'w-limite est e;. Autrement dit, 'ensemble H =
fer}uTaufesl uTl'3u{est UT est un cycle hétérocline.
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Commencons par observer que la diagonale A = {(x1, x2, x3) € ]Ri X1 =Xp =
X3} est invariante et que sur celle-ci la dynamique se réécrit

u=u(l-ull+a+p))),

qui est’équation logistique. L'équilibre X * (cf. (10.7)), qui se trouve sur A, attire
donc tous les points de A.

Nous allons montrer que toutes les trajectoires se trouvant a I'intérieur de
R3, privé de la diagonale A, ont pour w-limite le cycle hétérocline H.

1= ProposiTioN 10.1. Le cycle hétérocline H est lw-limite de tout point deint(R3)\A.
Démonstration. On va utiliser deux fonctions auxiliaires :
S=x1+x2+x3 et P=Xx1x2X3.
Ona
(10.8) S=X1+Xp+ X3 — [X] + X5 + x5 + (@ + B)(X1X2 + Xo.X3 + X3%1)]

et
P =X1X2X3+ X1 X2X3+ X1 x2X3=PB3-(1+« +ﬁ)S)

Léquation (10.8) implique que S < S(1 - S), donc aucune des populations ne
peut avoir son effectif qui explose. Un calcul simple donne

d (P a+p

— = :S_4P(1—( ) X1 —X2)% + (X2 — x3)% + (x5 — x1)?] | <.
dt(83) > [(x1 = x2)" + (X2 — x3)° + (X3 — x1)7]

Nous pouvons appliquer le théoréme|7.33|a cette fonction de Liapounov : toute
trajectoire issue d'un point dans int(R3)\A converge vers le bord, qui est pré-
cisément le lieu ou P s’annule. Or, nous savons que le seul candidat pour un
ensemble w-limite est H. C.QED.

Il est instructif d’étudier le comportement des moyennes temporelles pour
ce systeme. Nous avons vu dans la section|[11.1]que les moyennes temporelles
convergent vers un équilibre intérieur pourvu que les trajectoires n’atteignent
pasle bord de R’. Par contre, pour le systeme (10.3), les trajectoires convergent
vers bd(IRi), ce qui entraine, comme nous allons le voir, que leurs moyennes
temporelles ne convergent pas. L'idée est que les trajectoires passent la plupart
de leur temps pres des équilibres ey, ey, es. Leurs moyennes temporelles

1 T
Z(T) = ?OIX(t)dt
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vont converger vers le plan d’équation
(10.9) Z1+2p+23=1.

Considérons a nouveau I'équation qui s’applique ici. Puisque x;(7T) est
borné supérieurement, tout point d’accumulation du membre de gauche de
cette équation est négatif ou nul. Donc, tout point d’accumulation Z des moyennes
temporelles Z(T) satisfait

n
(10.10) ri+ Y aijzj<O.
Jj=1

Plus précisément, prenons une suite T — +oo telle que Z(T}) — Z et soit X un
point d’accumulation de X (T%). Il y a deux possibilités :

1. X se trouve surl'une des trajectoires I';, T'»,I'3. Dans ce cas, seule une des
coordonnées de X est nulle, disons que X; =0, X >0, X3 > 0. Léquation
(10.10) nous donne une inégalité et deux équations satisfaites par Z :

1—Z1—O§Z2—,3Z3 <0
(10.11) 1 —ﬁZl —22—Q&Z3 = 0
l-az;—Pz2—23 =0.

Ce systeme dértermine un segment de droite reliant I'équilibre intérieur
X* etl'intersection des isoclines nulles i, = 0 et X3 = 0 dans le plan x; =
0. En tenant compte de I'information supplémentaire donnée par (10.9),
la position de Z est déterminée. Appelons A, ce point. On peut définir
de méme Az et A;.

2. X* coincide avec I'un des équilibres du bord, disons e;. Alors
donne une égalité et deux inégalités qu'on obtient a partir de (10.11) en
changeant ‘<’ en ‘=" et ‘=" en ‘<’ On en déduit que Z se trouve sur le
segment joignant A; a As. Puisque I'ensemble des points d’accumula-
tion de Z(T) est connexe, tout point de ce segment est en fait un point
d’accumulation.

Ces considérations montrent que 1'ensemble des points d’accumulation des
moyennes temporelles Z(T) estle bord du triangle A; A, A3 obtenu comme I'in-
tersection du plan (10.9) avec la région (10.10), comme l'illustre la figure

10.3 Notes

D’autres modeéles de compétition, notamment dans un chémostat, sont traités
dans [Wal83].






Chapitre 11

Quand plus de deux populations
interagissent :
équations de Lotka-Volterra

Un modele de Lotka-Volterra général est de la forme :

n
(11.1) xi:xi(ri+Zaijxj) (i=1,...,n).
j=1

Les taux d’accroissements X;/x; sont lin€aires et la matrice A = (a; ;) est appelée
matrice d'interaction. Les coefficients a; ; décrivent I'effet de la population j sur
I'espéce i :sia;j >0, la population j favorise la croissance de la population i et
si a;j <0, la population j inhibe la croissance de la population i.

L'espace des états est bien stir 'orthant non-négatif

R} ={X=(x1,...,xn) €ER":x; =0 pouri=1,...,n}

Les plans d’équation x; = 0 sont les faces du bord de R’. Chaque (hyper)plan
x; = 0 correspond aux états du systeme pour lesquels la population i est ab-
sente. Ces faces sont invariantes : xi(#) = 0 (V¢ > 0) est 'unique solution de
la kéme équation dans qui satisfait xx(0) = 0. Par conséquent, le bord
bd(R}), et donc R’ lui-méme, sont invariants sous 'action de la dynamique.
Lintérieur int(R”}) est donc lui aussi invariant, ce qui signifie que, si xx(0) > 0,
alors xx(f) > 0 pour tout t. La densité de la population i peut tout de méme
tendre vers 0, ce qui veut dire qu’elle s’éteint.

Nous avons mentionné plus haut que toutes les équations de Lotka-Volterra
pour n = 2 peuvent étre classifiées. Pour n = 3, de nombreuses questions de-
meurent largement ouvertes. Nous verrons notamment (cf. derniere section du
chapitre) un exemple avec trois populations qui présente un attracteur qui n’est

233
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ni un équilibre ni un cycle limite.
Dans les sections suivantes, nous obtenons quelques résultats généraux sur les
équations de Lotka-Volterra et décrivons leurs implications écologiques.

11.1 Equilibres intérieurs

Les équilibres de (11.1) situés dans int(R”}), que nous appellerons les équilibres
intérieurs, sont les solutions des équations linéaires

n
(11.2) ri+) aijxj=0 (i=1,...,n)
j=1

dont les composantes sont positives. (Les équilibres sur le bord de R’ peuvent
étre déterminés de la méme maniere puisque la restriction de (11.1I) a une face
du bord est encore une équation de Lotka-Volterra.)

i TueoreME 11.1. Lintérieur de R} contient des a- ou des w-limites si et seule-
ment si (11.1) admet un équilibre intérieur.

Démonstration. Limplication directe est triviale puisque un équilibre est sa
propre a- ou des w-limite. C’est 'autre implication qui présente un intérét,
puisqu’il n'est en principe pas difficile de vérifier si a des solutions po-
sitives. Si 'implication est vraie, cela signifie que toute trajectoire soit converge
vers le bord soit tend vers I'infini.
Nous allons raisonner par I’absurde. Soit E : X — Y I'application affine définie
par
n
yi=ri+ Z ajx;j (i=1,...,n).
j=1
Si n’admet aucun équilibre intérieur, I’ensemble convexe K = E(int(R"))
ne rencontre pas 0. Par un théoreme classique d’analyse convexe, nous savons
qu’il doit exister un hyperplan passant par 0 et qui est disjoint de K. Donc, il
existe un vecteur V = (vy,...,v,) L #0 orthogonal a H (c.-a-d. (V, X) = 0 pour
tout X € H) tel que (V, Y) soit positif pour tout Y € K. Soit

n
(11.3) L(X)=)_ vilnx.
i=1
Cette fonction est définie sur int(R”). Si ®(¢; X) est une solution de (11.1) dans
int(R7}), alors la dérivée L(X) (de la fonction t — L(®(¢; X)) satisfait
X
X

n . n
(11.4) LX) =) vi==) viyi=(V,Y)>0.
i=1 i =1

1
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La fonction L croit le long de toute trajectoire, c’est une fonction de Liapou-
nov. Mais alors aucun point Z € int(R”) ne peut appartenir a I'w-limite d'une
trajectoire dans int(R"). En effet, par le théoréme 22, on doit avoir L(Z) = 0.
Nous sommes donc arrivés a une contradiction, ce qui conclut la démonstra-
tion. C.Q.ED.

En général, admet au plus une solution dans int(R”). C’est seulement
dans le cas dégénéré detA = 0 que peut avoir plus d'une solution : elles
forment alors un continuum d’équilibres.

Dans le cas ot il existe un unique équilibre intérieur X*, et si la solution
®(t; X) ne converge ni vers le bord ni vers 'infini, alors sa moyenne temporelle
converge vers X :

1= TutoreME 11.2. S'il existe des constantes positives a et A telles que a < (,bf (X) <
A pour tout i et pour tout t >0, et si X* est 'unique équilibre intérieur, alors

(11.5) lim —fcp X)dt=x" (i=1,...,n).

Démonstration. Ecrivons (I1.1) sous la forme

d(lnx)
(11.6) P Z aijXxj.

En intégrant de 0 a T, puis en divisant par T, on obtient

Inx;(T) —Inx;(0)

(11.7) 7 = l+Za,]z](T)
j=1
ou
1 T
(11.8) z;(T) = fx](t)dt

0

Or, a < zj(T) < Apour tout j et tout T > 0. Considérons maintenant n'importe
quelle suite T qui concerge vers +oo. La suite bornée z;(T}) admet une sous-
suite convergente. Par diagonalisation nous obtenons une sous-suite (que nous
appelons encore T pour simplifier les notations) telle que z;(Tx) converge
pour tout j vers une limite, que nous notons z7;. Les suites In x;(Ty) — In x;(0)
sont également bornées. Par passage a la limite dans (11.7), on trouve donc
I’équation
n
O=r;+ Z aijz;‘.
j=1
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Le point Z* = (z7,..., Z,,) est donc un équilibre. Puisque z}f = a >0, il appartient
aint(R’). Donc Z* coincide avec X*. On a donc bien démontré (I1.5). c.Q.Ep.

11.2 Chaines alimentaires

Nous allons modéliser une chaine alimentaire a I'aide d’'une équation de
Lotka-Volterra : la premiere population sera la proie de la seconde, qui a son
tour sera la proie de la troisiéme, et ainsi de suite jusqu’a la néme qui se trouve
au sommet de la chaine. En prenant en compte la compétition intraspécifique
pour chaque population, on propose le modele suivant :

X1 =x(rn—anx;—anx)
(11.9) 561' =Xj(=rj+ajj-1Xj-1—ajjXj—aj j+1Xj+1, Jj=2,..n-1
Xn =Xp(=Tpn+apn-1Xn-1— AnnXn)

ou tous les parametres rj, a; j sont positifs. Le cas n = 2 est le modele (22). Nous
allons voir que le cas général ne conduit a rien de nouveau :

15" THEOREME 11.3.
Si (11.9) admet un équilibre intérieur X*, alors il est globalement stable dans le
sens que toutes les trajectoires dans int(R'}) convergent vers X*.

Démonstration. Ecrivons (I1.9) sous la forme x; = x;w; et essayons comme
fonction de Liapounov

(11.10) LX) =) ci(x;i—x; Inx;),

i=1

ol les ¢; sont des parametres ajustables. Cette fonction est bien définie sur
int(R?).Ona

- L ) X
LX)=) ¢ (x,- - x;‘—)
i=1 Xi
n n
(11.11) =) cilxiwi—xfw) =Y cilxi—x ) w.
i=1 i=1

Or, X* étant un équilibre, nous avons I'’équation

*

j-1

*

* .
—QjjX; = ajj+1X;,, ] =2,...,n-1,

ainsi que des équations du méme genre pour j =1 et j = n. Nous en déduisons
que

*

_ .. . — — .. . — * —_— .. . p— *
wj=ajj-1(Xj-1=X;_1) = ajj(Xj = X;) = @j ja1 (X1 = Xjq)-
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Posant y; = x;j — x]*f, (11.11) devient

n n-1
(11.12) LX) ==Y cjajjyi+ ) ¥iyis1(=Cj@j j1 + Cjr1aj11,))-
j=1 j=1

Nous pouvons encore choisir les constantes c¢; > 0 de telle maniere que
Ci+1 _ aj,j+1
Cj  4j+Lj

pour j=1,...,n. Alors (11.12) devient
A n
LX) == cjajj(xj-x})*<0.
j=1

Par le théoreme ??, 'w-limite de toute trajectoire dans int(R”) est {X*}. c.Q.Ep.

#» Exercice 11.2.1. Montrer qu'en l'absence de compétition intraspécifique parmi
les prédateurs (c.-a-d. ajj = 0 pour j = 2,...,n), X* reste un attracteur global
dansint(R”).

(Indication : Une w-limite est un ensemble invariant par la dynamique.)

# Exercice 11.2.2. Discuter les différents types de portraits de phase possibles
pour (11.9). Montrer qu'en augmentant de plus en plus ry les prédateurs peuvent
subsister. Quelles sont les valeurs de bifurcation ?

#y Exercice 11.2.3. Etudier la chaine alimentaire avec «recyclage :

n
X1=Q—anpxix2+ ) brxp
k=2

Xj = x]-(—r]-—i-a]-)j_lxj_l —aj,j+1xj+1), j:2,...,n.

11.3 Le principe d’exclusion compétitive

Ce principe énonce que si n populations dépendent de m ressources, avec
m < n, alors au moins une des populations doit disparaitre.

Nous allons démontrer ce principe dans le cadre des équations de Lotka-
Volterra. Le fait que les populations dépendent linérairement des ressources
s’avere crucial dans 'argument. Nous supposons que le taux de croissance de
la iéme population est de la forme

X :
(11.13) —=bpRi+--+bijmRy—a; (i=1,...,n).

l
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La constante a; > 0 indique a quel taux la population i décline en I'absence
de toute ressource. La quantité R, mesure I'abondance de la ressource k et le
coefficient b; décrit I'efficacité de la iéme population a tirer profit de la kéeme
ressource. L'abondance des ressources dépend, bien sfir, de la densité des po-
pulations. Si cette dépendance est linéraire, c.-a-d., si

n
(11.14) Ri=Rr-) xiay
i=1

ol les Ry et les ay; sont des constantes positives, alors est bien un cas
particulier d’équation de Lotka-Volterra. Chypothese n'est pas néces-
saire : il suffit de postuler que les ressources peuvent étre épuisées, c.-a-d. que
les densités x; ne peuvent pas croitre indéfiniment.

Puisque n > m, le systéme d’équations

n
Z Cibij =0 (_] = 1,...,m)
i=1
admet une solution non triviale (cy, ..., c;). Soit
n
a=) ca;.
i=1

Nous ne considérons que le cas général ol1 a # 0. On peut dans ce cas toujours
supposer que a > 0. De (11.13) on tire que

n d(lnx,-) n fCi
Z Ci = Z ci— =—a.
o ode o

Enintégrant de 0 a T, on obtient

n
[1xi(1)% =cCe "
i=1
pour une constante C > 0. Lorsque T tend vers +oo, le membre de droite de
I’équation précédente converge vers 0. Puisque les x;(7T) sont bornés, il doity
avoir au moins un indice i telle que liminfr_, ; x;(T) = 0, ce qui traduit I'ex-
tinction de la population i.

11.4 Deux proies en compétition et un prédateur

On considere le modéle suivant :
x=x(1-x—-y—-10z)
y=y(Q-15x-y—-2)
z2=2z(-1+5x+0.5y-0.01z).
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C’est un systeme différentiel de Lotka-Volterra qui décrit 'interaction de deux
populations en compétition (de densité x et y) qui sont la proie d'un prédateur
(de densité z). La figure suivante montre une seule trajectoire de ce systeme
avec xp = 0.4, yo = 0.4,zp = 0.3. On observe qu’elle se concentre sur une sorte
de surface aprés un certain temps. C’est un attracteur qui n’est pas un équi-
libre et dont il est difficile de croire que c’est un cycle limite. Une exploration
plus poussée montre que ce n’est effectivement pas un cycle limite. C’est en fait
un objet trés compliqué qui n'est pas de dimension entiere. Il est trés compli-
qué parce qu’il attire toutes les solutions qui se trouvent dans son voisinage et
qu’elles sont asujéties a rester pour toujours dans un région bornée de I’espace
sans jamais s'intersecter !

Il s’agit d'un phénomene qu’on appelle le chaos déterministe et qui n’est pos-
sible qu’en dimension trois et plus.

FIGURE 11.1: Modéele avec deux proies et un prédateur.

11.5 Notes

Le livre [Tak96] est entierement consacré aux équations de Lotka-Volterra.






Chapitre 12

Reproduction en environnement
aléatoire

12.1 Modele général markovien

Modélisation de 'environnement On note E = {ey,...,e;} les J environne-
ments possibles. On considere une chaine de Markov (&, : n = 0) a valeurs dans
E, ou &,, donne I'’environnement entre les générations n et n + 1.

Reproduction d’'unindividu Le nombre de descendants d'un individu est une
v.a. dépendant de I'environnement : pour chaque environnement e € E, on se
donne une loi de reproduction p, et on note ¢, sa fonction génératrice :

Pe(5) =Y pe()s!  (s€[0,1]).
j=0

On suppose que pour tout e € /, le nombre moyen de descendants dans I’envi-
ronnement e est fini :

Me:= Y J pe(j) = ¢l(1) <oo.
i=1

Dynamique de la population On définit ensuite le processus (Z, : n = 0), ou
Z, € N, de la manieére suivante :

Pour tout n € N et pour tout e € E, conditionnellement a {&, = e},
Zn
Zn+1 = Z Ni,n
i=1

ou les variables aléatoire N; , sont indépendantes et de méme loi
Pe.
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Le processus modélise une population se reproduisant de maniere aléa-
toire dans un environnement lui-méme aléatoire. Si initialement deux indi-
vidus sont présents, ils ne vont pas évoluer indépendamment 1'un de l'autre.
Dans ce modele, I'individu n’affecte pas I’environnement mais I’environnement
affecte la reproduction de l'individu. Chaque environnement affecte méme-
ment le nombre de descendants des individus d’'une génération donnée. Si on
pense par exemple a des plantes, on peut imaginer un environnement sec et un
environnement humide conditionnant qu’on ait peu ou beaucoup de graines
pour I'année suivante. Si on veut modéliser une maladie dans ce cadre, il faut
une maladie transmise par I’environnement. En effet, il n'y a pas ici de dépen-
dance des N; , en Z,, donc pas la possibilité de décrire une maladie transmis-
sible d’individu a individu.

A partir de maintenant, on suppose la population initale est égale a
1: Zy=1.

Loutil clé est les fonctions génératrices. On pose
®,,(s):= ]E(SZ” |£’0, oy En-1)

la fonction génératrice (aléatoire) de Z, condionnellement a la succession des
environnements jusqu’a la génération n.

=" ProposITION 12.1.
Ona
D, (s) =g, 0pg 0--0pg,_ (S) p.s.

Démonstration. Montrons que pour toute€ E, k=0etse[0,1],ona
E(s“|Z,=k,En=¢) = Pe(s)F.

Conditionnellement a {&,, = e}, les v.a. (IV; , : i = 0) sonti.i.d. de fonction géné-
ratrice ¢., donc

(57| Zy = k, 8y = €) = E(sT1 Nin| Z, = k,8, = )
=E(s2Nin| 2, = k, 8, = €)
= (BN | Z, = k, 8, = &))"
= (B(sMn |8, = 0))
= @e(s)*.

On a donc montré que

E(s%| Z, 1) = (96,(9)"  (p.s)
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d’ou1 découle le résultat par récurrence sur 7. C.Q.ED.

Le résultat suivant donne une condition suffisante pour |’extinction presque
stre de la population.

=" THEOREME 12.1.
Soit

n—1
Spi=Y Xi et X;:=Inm(&;) =Ingj (1)
i=0

avec la convention Sy := 0. Si

liminfS,, = —oco p.s.
n—oo

alors la population s’éteint presque siirement en temps fini.

Démonstration. Le calcul de la dérivée de ®,, en s = 1 donne
]E(Zn|éa0, .. .,gn_l) = eXp(Sn)

qui est valable sur un ensemble de probabilité un. L'extinction a la génération
n implique I'extinction a la génération n+1:

Zn:0:>Zn+1:O.

Donc les probabilités de survie (I°(Z,, > 0)), forment une suite décroissante.
On en déduit que

P(Z,> 0] &,...,6n-1) <min(P(Z; > 0|8, ...,En-1) : k=0,...,n)
< min (E(Z|&,...,En-1): k=0,...,n)
= min (exp(Sx): k=0,...,n—1)
=exp(Ly)

ol on a introduit
L, :=min(S;:i=0,...,n—-1) (n=1).
Pour la seconde inégalité, on a utilisé le fait que

E(Zk|6o, ..., En-1) = E(Zkl z.51]60, .., En-1)
E(1 21|80, ...,6n-1)
IP(Zk = 1|é"0,...,(§’n_1)
P(Z > 0|8y,...,En-1).

I w
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On a donc démontré que
(12.1) P(Z,>0l8&y,...,6n-1) <exp(Lp), n=1.

Pour survivre, la population doit bénéficier d'un environnement pas trop dé-
favorable. Or I'effet moyen (en terme de nombre moyen de descendants) d'un
environnement est controlé par S,. Si S; passe par une valeur tres basse, la po-
pulation s’éteint et le fait que S; remonte ensuite n’a aucun effet. Observons
que, puisque (L) est p.s. décroissante et que liminf,_., S;, = —oco, on a
liminfL,, = lim L, = —o0 p-s.
n—oo n—oo

Intégrons maintenant I'inégalité (12.1) sur les environnements :
P(Z,>0)=E(P(Z, >0l8,...,6n-1)) < E(exp(Ly)).

Puisque, pour tout n, L, < Ly = So =0, ona 0 < exp(Ly) <1 (p.s), donc par le
théoreme de convergence dominée on conclut que

(12.2) lim P(Z, >0) <E( lim exp(Ly)) =0.

(On sait que lim,_, IP(Z, > 0) existe car (I°(Z, > 0)), est une suite décrois-
sante.)

Pour conclure, il faut se rappeler que la convergence p.s. de (Z,) (qui est une
suite de v.a. a valeurs dans IN) vers 0 équivaut a montrer que

i P{ =0 1

Mais puisque {Z; =0} < {Z;,, =0} Vp € IN*, il est équivalent de montrer que

lim P(Z,=0)=1.
n—oo
D’apres (12.2), nous avons bien cette convergence et donc la population s’éteint

presque stirement au bout d'un temps fini. C.Q.ED.

Le théoreme précédent est tres général. On peut montrer que la condition
est également nécessaire. Nous allons maintenant donner une condition suffi-
sante plus précise si on suppose que les environnements forment une chaine
de Markov irréductible.

1> THEOREME 12.2.
Supposons que la chaine de Markov (&),) est irréductible et soit . son unique loi
de probabilité invariante. Si

J
> Hie)lng, (1) <0,
j=1

alors la population s’éteint presque siilrement.
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Démonstration. On sait qu'il existe une loi de probabilité probabilité (u(e;) :
j=1,...,]J) telle que pour chaque e¢; € E

1 —00
(12.3) —#o<isn-1:6 =ej} —= ule;) (p.s..

C’est une application de la loi des grands nombres pour les chaines de Markov.
Ce théoréme nous donne aussi que

S _ J
(12.4) 7" ey pleplng, (1) (ps.).
Jj=1
(On peut aussi écrire
Sn &1 _
—=>) —#{o<i<n-1:6;= ej}Inmle;)
[

puis utiliser (12.3) pour déduire (12.4).)
Sous I'hypothese de I'énoncé, S, tend vers —oo avec probabilité une, donc on
peut appliquer le théoréme précédent et conclure. C.Q.ED.

12.2 Processus de Bienaymé-Galton-Watson
avec catastrophes

On va appliquer les résultats de la section précédente dans un cas particulier.
On considere un processus de Bienaymé-Galton-Watson ou avec loi de repro-
duction v. On note m sa moyenne.

On suppose qu’a chaque génération, une catastrophe se produit avec probabi-
lité € € 10, 1[. Cette catastrophe tue alors indépendamment chacun des indivi-
dus avec probabilité p €]0, 1[. Donc, s'il n'y a pas de catastrophe, un individu a
en moyenne m descendants alors qu’il n’en aura en moyenne que mp si une
catastrophe se produit.

On définit des v.a. &; avaleurs dans {0, 1} de la maniére suivante : a la génération
i, &; = 1¢’ily a une catastrophe et &; = 0 sinon. (&;) est une chaine de Markov
les &; sont des v.a.i.i.d. Sa loi de probabilité invariante est (g, 1) avec gy = € et
g1 =1-€.0OnalP(&, = j) = q; donc la convergence de (&;) vers sa loi de proba-
bilité invariante est triviale.

On définit le processus (Z,) comme dans la section précédente. C’est un pro-
cessus de Bienaymé-Galton-Watson en environnement aléatoire (&;) avec E =
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{0,1} avec pg = v et p; estlaloi d'une v.a. définie par

N
Y Lwi<p
i=1

ou N est une v.a. de loi v et o1 les U; sont des v.a.i.i.d. uniformes sur [0, 1] indé-
pendantes de N.

Taille moyenne de la population

15 PropoOSITION 12.2.
Pour toutn ona
E(Z,) = [m(1 —€) + mpe]™.

On constate que la taille moyenne de la population explose (resp. est constante,
resp. tend vers zéro) si m(1 —€) + mpe > 1 (resp. = 1, resp. < 1).
Démonstration. En refaisant ce qu'on a fait auparavant, on peut calculer la
taille moyenne de la population a la génération n :

E(Z,) = E(E(Znl&o, ..., En-1)) = E(exp(Sy))

avec

n—1
S, = ZX,-:ln(m)#{OsiSn—lzéai:O)+ln(m(1—l9))#{0<isn—l:é"izl}.
i=0

Lesv.a. X; sontindépendantes et toutes distribuées comme une v.a. X qui prend
la valeur In m(0) = In m avec probabilité € ou la valeur Inm(1) = In(mp) avec
probabilité 1 —e. On obtient donc

E(Zy) = (Eexp X)) = ("OP(& = 0)+ VP& = 1)) = (m(1 - e)+ mpe)".

C.Q.ED.

Condition suffisante d’extinction Pour avoir extinction, il suffit que liminf, .. S; =
—o0, d’apres le théoreme Or, par laloi forte des grands nombres, S,/ n tend
p.s. vers I£(X). Donc si

EX)=0-€)In(m)+eln(mp) <0

alors S, tend vers —oo p.s., ce qui implique I'extinction.
D’apres la proposition précédente, la population moyenne explose si In(m(1 -
€) + mpe) < 0. Or, par convexité du logarithme

In(m(1 —¢€)+ mpe) > (1 —¢€)In(m) +eln(mp)

Donc on peut donc avoir extinction avec probabilité un mais explosion en moyenne.



Chapitre 13

Métapopulations puits-sources

Nous avons introduit un modele puits-sources au chapitre [6| que nous allons
pouvoir complétement étudier grace aux outils de la partie précédente.

13.1 Le modele

Dynamique locale On modélise la dynamique dans chacune des parcelles
par un processus de Bienaymé-Galton-Watson. On a deux types de parcelles :

. les sources, qui correspondent a des habitats de bonne qualité : sans
les effets de migration, la population augmenterait de facon exponen-
tielle. On les modélisera par un processus de Bienaymé-Galton-Watson
de nombre moyen de descendants M strictement plus grand que 1.

. les puits, qui correspondent a des habitats de mauvaise qualité : sans les
effets de migration, la population s’éteindrait presque stirement. On les
modélisera par un processus de Bienaymé-Galton-Watson de nombre
moyen de descendants m strictement inférieur a 1.

On suppose qu’il y a N puits et une source.

Dynamique de migration (matrice de transition) On suppose queles N puits
et la source sont reliés entre eux comme dans la figure suivante :

On numérote les puits avec 1,2,..., N et la source avec 0. Un individu qui se
trouve dans un puits a une probabilité g, > 0 (resp. g4 > 0) d’aller dans la par-
celle voisine de gauche (resp. de droite). Il peut rester sur place avec probabilité
1-qgg— g4 = 0. Un individu se trouvant dans la source (parcelle “0”) a une pro-
babilité py > 0 (resp. py > 0) d’aller dans le puits voisin de gauche (resp. de
droite). Il peut rester sur place avec probabilité 1 — p; — pg = 0.

On peut résumer la dynamique de migration a I'aide d'une matrice de transi-
tion P de taille (N + 1) x (N + 1) dont les coefficients P(i, j) sont indexés par
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FIGURE 13.1: Exemple de modele puits-sources avec une source et N = 7 puits.

{0,1,...,N}:
. pouri=1,2,...,N, P(i,i+1)=qg, P(i,i—-1) = qg et Pi,i)=1-qq— dg
(par convention on pose P(N,N +1) = P(N,0));
. pouri=0, P(0,1) =pg, P(O,N) = pg et P(0,0)=1-pg— pg;
. les autres coefficients sont nuls.
Notons que la somme des coefficients de chaque ligne vaut 1. On dit que la
matrice est stochastique.

Dynamique de la métapopulation Nous pouvons maintenant décrire la dy-
namique globale du systéme pour laquelle le temps ¢ est discret. A chaque gé-
nération ¢, chaque individu se reproduit indépendamment des autres et meurt.
Il donne naissance a certain nombre aléatoire de descendants selon un pro-
cessus de Bienaymé-Galton-Watson qui dépend de la nature de la parcelle : le
nombre moyen de descendants vaut m < 1 si c’est un puits ou M > 1 si c’est
la source. Chaque descendant a la possibilité de changer de parcelle indépen-
damment des autres selon la matrice P décrite précédemment.

Donc, ala génération ¢+1, une partie des descendants d'un individu d'une par-
celle i a migré dans l'une des parcelles voisines (i —1 ou i + 1). En plus des indi-
vidus qui demeurent dans la parcelle i, une partie des descendants d’individus
de parcelles i — 1 et i + 1 y arrive. Et ainsi de suite.

La question fondamentale est la suivante :

Supposons qu’au temps ¢ = 0 il y ait un unique individu dans la
source. Peut-on donner un critere d’extinction pour la population
formée de ses descendants ?

On ale théoréeme suivant :

1 TuroriME 13.1 (Critére d’extinction).
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La population s'éteint avec probabilité un si et seulement si

A—,u+/1,u(/lN—uN) /IN—,LLN+()LM)N(/1—M)
M(p+ Pd AN+1 _'uN+1 Pg AN+1 _'uN+1

)<1

out A et u sont les racines de l'équation
quu2 +(mg-1u+mqg=0

et
P=l-pa—pg et q=1—-qq—qg.

13.2 Démonstration du théoréeme

On va le décomposer en deux parties.

13.2.1 Etude d’'une chaine de Markov auxiliaire

Nous allons étudier les propriétés de la chaine de Markov dont le graphe de

transition est donné dans la figure dans le cas particulier ou N =7. On la

note (X,;; n=0).

Il est facile de vérifier que du fait que pg > 0 et g4 > 0 la chaine est irréductible.
Soit T =inf{fn=0:X,,=0}. Pour k=0,...,N et me R,, on définit

(13.1) ar=E[m"| X, = k]|

avec la convention ay; = dy.

Nous allons chercher une relation de récurrence entre ay—_;, ar et ap.; pour
k=1,...,N.Pour k =1,---, N, on fait faire un pas a la chaine de Markov et on
utilise la propriété de Markov au temps 1 :

Elm"|Xo=k] =
E[mTﬂ{X1:k+1}|X0 = k] +E[mT1{X1:k}|X0 = k] +]E[mT]1{X1:k_1}|X0 = k]
Ensuite on utilise la chaine de Markov X;, = X,,4; et T' = inf{n = 0: X], = 0}.
Grace a la propriété de Markov,
E[m" L x| Xo = k] = E[m"* T 1, 21y | Xo = k]
=mP (X, = k+11Xo= DE[m” |Xo =k, X; = k+1]
= mP(X; = k+11X = DE[m” | X, = k+1].
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Par homogénéité de la chaine de Markov, on obtient E[mT]l{ Xy =k+1} |X0 = k] =
mdqgax+1- Les deux autres termes s’expriment de la méme facon et donc

ai =mdqai+1 + mqag + mdgag—1

qui nous donne 0 = mqgag1 + (mq—1)ag+ mqgay_;.

Nous sommes face a une suite récurrence double. La solution a; est de la
forme ay = A¥a + p* B, ot1 A, p sont les deux solutions (supposées distinctes) de
I'équation 0 = mqy x>+ (mqg—1)x+ mqg. Comme ap = ay+1 =1, onal =a+p=
ANFlg + uN*18 et donc

_ 'uN+1 -1 _ /1N+1—1
a= 'uN+1_/1N+1’ '3_ /1N+1_IJN+1'
Donc
13.2 _/1—,u+/1u()1N—uN) _/1N—,uN+(/lu)N()l—u)
(13.2) a1 = AN+1 _'uN+1 et an= AN+1 _IJNH )

13.2.2 Etude de la métapopulation

On appelle Z{ le nombre d’individus vivant dans le site i 2 la génération 7.
Les individus vivant a I'instant n + 1 dans le site i sont les descendants des in-
dividus de la génération n qui se rendent dans le site i. On décompose donc la
population a la génération n en fonction de leur site k = 0,---, N. Le nombre
moyen d’individus vivant alors dans le site k est ]E[Z,(ik)]. Leur nombre moyen
de descendants vaut ME[Z”] dans le site 0, dont P(0, ) ME[Z] se rendent
en moyenne dans 'habitat i. De méme le nombre moyen de descendants vaut
m]E[Z,(lk)] dans le site kK > 0 et P(k, 1) mE[Z,(lk)] se rendent dans I’habitat i en
moyenne. Donc en sommant sur les sites on obtient

N
]=MPO,)E[ZO]+m Y P(k,i) E[ZzP]
k=1

(13.3) B[z

n+1

pourtoutn=0eti=0,...,N.

On appelle Y,gi) le nombre d’individus dans le site i a la génération n dont les
ancétres ont évité le site 0 durant les générations 1,...,n — 1. Donc les ancétres
de ces individus a la génération n vivent dans les sites k = 1,..., N et ont eux-
meémes des ancétres qui ont vécu hors du site 0. La descendance moyenne de
chacun est m et une fraction moyenne P(k, i) se rend dans le site i. D’ol1

, N
E[Y\ ] = m];lp(k, NE[Y,P].
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De plus ]E[Yl(l)] =Mpa, ]E[YI(N)] = Mpg. Donc en itérant la formule précédente,
on obtient pour n = 2,

(13.4) EY, 1= Mp,m" 'P(T=n-1|Xg=1)+ Mpgm"'P(T =n-1|X, = 0)
Introduisons la variable aléatoire

y=> v

n=1

En sommant sur n = 1 la formule (13.4) et en remarquant que E[YI(O)] = Mp, on
obtient

E[Y]=Mp+MpsE[m"|Xo=1]+ MpgE[m"|Xo = N|
(13.5) =Mp+Mpga, + Mpgay

d’apres (13.1).

Lidée est de montrer que Y ,~¢ Y,,(LO) est distribuée comme Y- Z,, ol Z,, estun
processus de Bienaymé-Galton-Watson dont la moyenne du nombre de des-
cendants est E[Y].

L'argument est le suivant : pour compter le nombre d’'individus dans le site 0,
on utilise une structure naturelle d’arbre : on a un individu vivant initialement
dans le site 0 et on appelle ses «descendants sources» ses descendants qui re-
viennent la premiére fois dans le site 0, et ainsi de suite. Comme les reproduc-
tions et les déplacements sont i.i.d. générations apres générations, le proces-
sus ainsi crée est un processus de Bienaymé-Galton-Watson dont le nombre
de descendants est donné par la variable aldtoire Y. Pour rendre cet argument
rigoureu, il faut pas mal de travail.

On peut donc utiliser le critere d’extinction d'un processus de Bienaymé-
Galton-Watson hors du cas dégénéré, c.-a-d. [5[Y] < 1. La valeur de E[Y] est
donnée par et (I3.2). On obtient bien la formule de I’énoncé du théo-
réme.

13.3 Remarque

On note Z,, := Z],XZO Z,(lk) la population totale a I'instant n. Montrons que

E[Zn] — E[MCard{Osksn—I:Xk:O}mCard{Osksn—l:Xk;éO}].
La formule (13.3) peut se réécrire de la maniére suivante, en notant my = M,
mi=msii=1,

. N
E[Z" ] = k;)mkP(k, i E[zP].
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En itérant cette formule, on trouve

n—1
EZ,= ), [T mx, Pki, kj)
0<kg,,kn_1<N i=0

etdonc E[Z,] = E[ [T/, mx,].
Puisque la chaine de Markov (X,;; n = 0) est irréductible, elle posséde une
unique loi de probabilité invariante. Si on note

F,(i))=n"'Cardf0s<sk<n-1:Xz=i}, i=0,...,N,

on sait que F,(i) admet presque stirement une limite qu’'on note f;. En parti-
culier, on a convergence en probabilité : pour tout € > 0, il existe rp € IN tel que
Vn = ny, P(|F,(0) — fol >€) <e.Puisque Card{0 < k<n—1: X, =0} =nF,(0) et
Cardi0 s k<sn—-1: X, =1} =n(l - F,(0)), on en déduit que

E[MCard{0$k$n—1:Xk:0} mCard{Osksn—l:Xk;éO}] >(1- E)Mn(fo—e) mn(l—f0+e)'

Donc ]
liminf—InlE[Z,]= (fo—e)InM+ (1 - fo+€)Inm

n—oo n
c.-a-d. .
liminf—InE[Z,] = foInM+ (1 - fo)Inm
n

n—oo

puisque € > 0 est arbitraire.



Apercu historique

Ce chapitre se propose de donner un court apercu historique en commencant
par Verhulst, puis en continuant avec des débuts de I’écologie mathématique
a travers les pionniers que sont Alfred Lotka, Vito Volterra et Georgii Gause.
Mentionnons la compilation d’articles classiques, dont ceux des auteurs pré-
cédents, de Scudo et Ziegler.E]On pourra consulter divers livres sur I'histoire de
ce domaine, comme par exemple [Bac09, Del94, IMGO02].

13.4 De Malthus a Verhulst

C’est en économiste moralisateur que le révérend Thomas R. Malthus s’ef-
fraie, a la toute fin du 18eme siecle, de la trop rapide progression de la popula-
tion humaine, dans son célebre Essai sur le principe de population.E]Il écrit:

«Larace humaine croitra selon la progression 1, 2,4, 8,16, 32, ... tan-
dis que les moyens de subsistance croitront suivant la progression
1,2,3,4,5,6,... Au bout de deux siécles, population et moyens de
subsistance seront dans le rapport 256 a 9; apres deux mille ans,
la différence sera immense et incalculable. On peut conclure que
'obstacle primordial al’augmentation de la population est le manque
de nourriture, qui provient lui-méme de la différence entre les rythme
d’accroissements respectifs de la population et de la production.»

Alors que l'idée selon laquelle la population a tendance a croitre de maniere
géométrique semble déja familiere a Euler un demi-siecle plus tot, I'impact de
son livre est impressionnant, sans doute parce qu’il a I’a reliée de facon polé-
mique a des problemes économiques et moraux concrets.

La croissance géométrique de la population, pour autant que les subsis-
tances le permettent, est tout aussi évidente pour le statisticien P.-E Verhulst

1. E M. ScuDpo ET J. R. ZIEGLER, The Golden Age of Theoretical Ecology; 1923-1940,
Springer-Verlag, Lecture Notes in Biomathematics, vol. 22, 1978.

2. Thomas R. MALTHUS, «An essay on the Principle of Population», Londres, 1798; trad. fr.,
Essai sur le principe de population, Paris, Gonthier, 1963.
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dans ce texte de 1838F:

« On sait que le célebre Malthus a établi comme principe que la
population humaine tend a croitre en progression géométrique de
maniere a se doubler apreés une certaine période. Cette proposition
est incontestable, si I'on fait abstraction de la difficulté toujours
croissante de se procurer des subsistances. »

Verhulst représente analytiquement cet obstacle
a la croissance sous une forme mécanique : il le sup-
pose proportionnel au carré de la vitesse avec la-
quelle la population tent a croitre, ce qui revient a as-
similer le mouvement de la population a celui d'un
mobile qui tombe en traversant un milieu résistant.
Derniere hypothese enfin, I'accroissement de la po-
pulation a forcément une limite de sorte qu’au bout
d’'un temps infini, le niveau de population tend vers
une limite, imposée par la finitude des ressources dis-
ponibles. Avec une croissance de type géométrique
ou exponentielle, 'augmentation de la population
est indéfinie. Avec le facteur de freinage, la forme de  Pierre E Verhulst (1804-1849)
la croissance devient «logistique». Verhulst écrit son
modeéle sous la forme de I’équation différentielle

dp 2
—=kp-nh
dr p—np

ol k et h sont des parametres positifs. Il confronte enfin les prédiction permises
par 'expression qu'il vient d’établir aux statistiques disponibles pour la France,
la Belgique, le comté d’Essex et la Russie. Il apparait bien que les évolutions des
populations concernées suivent la courbe logistique. Ignorée de ses contem-
porains, la courbe de Verhulst n’est redécouverte que vers 1920 par R. Pearl, a
I'occasion d’études statistiques de la population des Etats—Unis Cette époque
voit 'apparition des premiers modeéles proies-prédateurs dus a A. J. Lotka et a
V. Volterra.

3. VERHULST Pierre-Francois, «Note sur la loi que suit la population dans son accroisse-
ment», Correspondance mathématique et physique, Bruxelles, troisiéme série, Société Belge de
librairie, 1838, t. II, p. 113-212.— «Recherches mathématiques sur la loi d’accroissement de la
population», Nouveaux Mémoires de I'’Académie royale des sciences et belles-lettres de Bruxelles,
18,1845, p. 3-38.— «Deuxieme mémoire sur la loi d’accroissement de la population», Mémoires
de 'Académie des science, des lettres et des beaux-arts de Belgique, série 2, 20, 1847, p. 3-32.

4. PEARL Raymond, The Biology of Population Growth, New York, Alfred A. Knopf, 1925
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13.5 Lotka etlabiologie physique

La figure scientifique d’Alfred Lotka est inhabi-
tuelle : il n’appartenait a aucune université, ni a au-
cun institution scientifique. Il était superviseur du
bureau de statistique de la Metropolitan Life Insu-
rance Company de New York. Lotka était un pen-
seur solitaire et éclectique et sa carriere scientifique
fut assez malheureuse. En 1925, parait son livre inti-
tulé Elements of Physical Biologyﬂ Il s’agit d’'un com-
pendium de considérations, de résultats et d’analyses
passant de la théorie de I'évolution a I’écologie, de la
physiologie a I’endocrinologie et la psychologie.

Des les premieres pages, Lotka affiche son in-
tention d’écrire une mécanique de I'évolution, dont
I'analyse des processus physico-chimiques serait le
fil directeur. Il propose de représenter les cinétiques i
de populations vivant en communauté par des sys- e woLoey
temes d’équations différentielles, dont la forme est
depuis longtemps familiere aux physiciens. L'évolu-
tion d’écosystemes comportant n populations dési-
gnées par xi,...,Xx, est représentée par un systeme
de n équations a n inconnues. L'évolution dx;/d¢ de
la iéme composante x; s’écrit, en tenant compte des Alfred Lotka (1880-1949) et son
parametres p de 'environnement et des variables gé- livre.
nétiques ¢, sous la forme

dxi—lr(x Xn; )
dt — Uj\Alyeeey n;P;CI-

Lotka simplifie cette équation. En effet, les termes p et g peuvent étre considé-
rés comme des constantes. Le terme ¢, parce qu'’il représente les changements
intraspécifiques d’évolution trés lente comparés a ceux des relations interspé-
cifiques : il s’agit d'une évolution interspécifique pure. Le terme p, parce que
les conditions de '’environnement varient en général peu a I’échelle de temps
étudiée. L'équation se simplifie donc:

dxi

., = Vi(xl;---;xn)-

dr

Lotka analyse la spécificité des systemes vivants dans les termes suivants :

5. LOTKA Alfred J., Elements of Physical Biology, 1925 ; rééd. sous le titre Elements of Mathe-
matical Biology, New York, Dover, 1956.
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« Non seulement I'’organisme vivant est capable d’accomplir, a une
échelle microscopique, des exploits comparables a ceux qui, dans
le monde physique, ne sont permis qu’'a des fictions de I'imagina-
tion, comme le démon de Maxwell, mais ce pouvoir de “tromper la
chance” (cheating chance), pour ainsi dire, est possédé a des degrés
divers par la plupart des organismes vivants; et la dynamique des
systemes incluant de tels organismes doit tenir compte non seule-
ment de cette faculté, mais encore de la gradation de cette derniere,
car cette gradation joue un role essentiel dans la détermination de
la place occupée par les étres vivants dans I’échelle de l’évolutionﬂ

»

Lotka reprend dans un des chapitres de son livre son article de 1920 intitulé
Analytical note on certain rhythmic relation in organic systemsﬂ Depuis quelques
années déja, il s'intéressait a certaines réactions chimiques présentant de ma-
niere transitoire des oscillations en laboratoire. Son article suggere qu'un sys-
teme constitué de deux espéces biologiques peut osciller de maniére perma-
nente. L'exemple considéré est celui d'une population d’animaux herbivores
qui se nourissent de plantes. Par analogie avec les équations utilisées pour la
cinétique chimique, en représentant par x(t) la masse totale des plantes et par
y(t) la masse totale des herbivores a I'instant ¢, Lotka propose le modéle sui-
vant :

% =x(a—-by)
(13.6) ((11—3; =y(-c+dx)

ou a,b,c,d sont des parametres positifs. Dans son livre de 1925, il explique,
entre autres choses, pourquoi le systeme oscille de maniere périodique.

I faut noter la démarche complétement abstraite de Lotka, tres différente de
celle de Volterra que nous décrirons dans la prochaine section. En effet, le mo-
déle proposé par Lotka n'est méme pas analogique car il n'y avait a I'époque
aucune observation de réactions chimiques oscillatoires[f|

13.6 Volterraetla «théorie mathématique de lalutte
pour la vie»

6. Ibid., p. 121.

7. Proc Natl Acad Sci USA (1920) July; 6(7) : 410-415.

8. Il fallut attendre la célébre réaction de Belousov-Zhabotinsky découverte dans les années
1950.
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C’est au terme d’une grande carriere scientifique
que Vito Volterra (1860-1940) aborde I’écologie théo-
rique. Ce mathématicien est surtout connu pour ses
travaux sur les équations intégro-différentielles et les
phénomeénes d’hystérésis en physique. Ses concep-
tions des liens entre I'analyse mathématique et les
sciences de la nature 'apparentent a la grande tra-
dition physico-mathématique francaise qui va de Jo-
seph Fourier a Henri Poincaré.

Lintérét de Volterra pour les problemes de I'équi-
libre entre especes animales dans les écosystemes fut
suscitée par son gendre, le zoologiste Umberto D’An-
cona (1896-1964). D’Ancona s’occupait depuis quelques années de statistiques
portant sur la péche dans le nord de la mer Adriatique. Ces données concer-
naient le pourcentage des poissons prédateurs (sélaciens) péchés dans trois
ports italiens. D’Ancona a constaté que la part de ces poissons était plus impor-
tante pendant la premiere guerre mondiale ot la péche est moins intense. Les
poissons sélaciens (tels les requins ou les raies) se nourrissant d’autres poissons
qui a leur tour se nourrissent de plancton, il semble donc qu'une diminution de
'effort de péche favorise les especes prédatrices. Volterra, qui ignore le travail
de Lotka, propose d’expliquer ce fait avec le méme modele (13.6). Il remarque
comme Lotka que ce systéme oscille de maniere périodique avec une période
qui dépend de la condition initiale.

Vito Volterra (1860-1940)

La démarche que suivit Volterra illustre ses conceptions mécanistes. Il abor-
da le probleme de D’Ancona en faisant abstraction du phénomene de péche,
considéré comme une sorte de «frottement» dans le systeme : il fallait d’abord
décrire mathématiquement la coexistence entre une espéce de proies et une es-
pece de prédateurs avant d’y introduire I’élément perturbateur qu’est la péche.
Volterra schématise les deux populations par deux systemes de particules se
déplacant au hasard dans un récipient fermé qui représente I’écosystéme, ici la
mer. C’est le modele physique bien connu du gaz parfait ou des particules se
déplacent et se heurtent au hasard dans un récipient fermé. Dans le modele de
Volterra, chaque collision correspond a une «rencontre» entre une «particule-
proie» et une «particule-prédateur», donnant ainsi au prédateur 'occasion de
dévorer une proie.

Volterra publie ses travaux dans un article en italien en 1926. Un résumé
parait quelques mois plus tard en anglais dans la revue Nature. A partir de ce
moment-la, Lotka essayera de faire valoir la priorité de son étude des systémes
proies-prédateurs, mais son article de 1920 et son livre de 1925 ne seront pas
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toujours mentionnés par la suiteﬂ Car alors que Lotka retourne vers I'étude
de la démographie du point de vue mathématique, Volterra continuera pen-
dant environ une décennie ses recherches sur 1'écologie mathématique. Vol-
terra donne ainsi une série de conférences a Paris au tout récent Institut Henri
Poincaré en 1928-29. Ce sont les notes de ces cours qui sont publiées en 1931 en
francais sous le titre Legons sur la théorie mathématique de la lutte pour la vie.m
En 1935, il publiera en collaboration avec d’Ancona un autre livre, également en
francais, intitulé Les associations biologiques au point de vue mathématique. 11
faut noter que les travaux de Volterra vont bien au-dela de I'exemple initial du
systeme proie-prédateur (13.6). Ce systéme est maintenant connu sous le nom
de systeme de Lotka-Volterra ou, plus précisément, systeme proie-prédateur
de Lotka-Volterra. En ’honneur de Lotka, on parle d’équations de type Lotka-
Volterra pour une classe de modele beaucoup plus générale que Volterra a in-
troduite et étudiée dans ses Legons.

13.7 Les expériences de Gause

Comment vérifier les lois proposées par les mathématiciens autrement que
par les observations dans la nature, qui, malheureusement, ne peuvent guere
porter que sur une ou deux générations et des conditions de vie imprécisément
controlées?

Tandis que sont publiées, a Paris, les conférences de Volterra a 'institut
Henri Poincaré, Gause entreprend, a Moscou, une série d’expériences qui vont
partiellement confirmer le bien-fondé de théses du mathématicien italien. «Le
but de nos expériences, écrit Gause, c’est de fournir une base pour comprendre
la nature exacte de 'action numérique réciproque qui se poursuit de généra-
tion en génération entre diverses espéces d’animaux vivant ensemble[ T}» Ces
expériences sont d'une importance cruciale, carI’étude mathématique de Lotka
et Volterra, «quelle qu’en soit 'inspiration géniale, ne peut aboutir qu’a des
conjectures |[...]. Nous nous efforcerons d’établir, d’abord dans tous les cas, le
type des changements d'une association déterminée par voie d’expérimenta-
tion qualitative, et seulement ensuite de rattacher ce type a toutes les dépen-

9. Pour plus de détails sur la relation entre Lotka et Volterra, on consultera le livre de G. Is-
RAEL, La mathématisation du réel : essai sur la modélisation mathématique, Ed. du Seuil, Paris,
1996.

10. Le titre fait évidemment écho au livre de C. DARWIN, L'Origine des espéces au moyen de la
sélection naturelle, ou la préservation des races favorisées dans la lutte pour la vie, (titre anglais
original : On the Origin of Species by Means of Natural Selection, or the Preservation of Favoured
Races in the Struggle for Life (1859))

11. GAUSE G.E, Vérifications expérimentales de la théorie mathématique de la lutte pour la
vie, Paris, Hermannm ASI, 1935, p. 3.
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dances quantitatives délicates existant dans l’associationsEL»

Gause cultive, dans certaines de ses expériences, des populations de pro-
tozoaires dans des éprouvettes pour centrifugation. Il peut ainsi rassembler
quotidiennement des paramécies au fond du tube, procéder a leur comptage
et al’élimination d’'une proportion fixe de chaque population présente. Il évite
ainsi tout phénomene de saturation et peut renouveler le milieu de culture dont
la nourriture est épuisée. Une premiere série d’expériences est conduite avec
deux infusoires, Paramecium aurelia et Glaucauma scintillans.

L'étude de chaque population séparée montre
que la croissance de chacune d’entre elles suit la
courbe logistique. Lorsque les deux espéces sont en-
semble, «Glaucauma réussit a s'emparer de toutes
les ressources alimentaires du microcosme vers le
moment ou P aurelia commence seulement a s’ac-
croitre, et ensuite, au cours des fluctuations élémen-
taires de la population, il 'expulse totalementE}».
Dans ce cas, les niches écologiques des deux espéces
se recouvrent et P aurelia disparait, trés fortement
dépassée par Glaucauma.

Le résultat est identique avec des paramécies tres THE STRUGGLE
proches et occupant les mémes niches, P caudatum EXISTENCE
et P aurelia. Aussi longtemps que Gause laisse se dé- :
velopper ses populations librement, tout en prenant &

soin de changer chaque jour leur milieu de culture,
les expériences se concluent par la disparition de
I'un des deux protagonistes. Mais il suffit de modifier
I'une des conditions de la compétition pour renver-
ser son issue; par exemple, en laissant s’Taccumuler
les produits métaboliques de I'une des deux especes,
on favorise I'expulsion de I'autre. Georgii E Gause (1910-1986) et son
Dans d’autres séries d’expériences, Gause met en ;.

présence des paramécies occupant des niches écolo-

giques différentes, par exemple P bursaria et P cau-

datum. Dans ce cas, P bursaria se tient au fond du tube a essai, malgré I'insuffi-
sance en oxygene, grace a une algue symbiotique qui lui donne une coloration
vert sombre, tandis que P, caudatum se réfugie dans les couches supérieures du
liquide. «Chacune de ces espéces, écrit Gause, a sa niche écologique spéciale
dans laquelle elle profite plus utilement des ressources nutritives q'une autre

12. Ibid., p.4
13. Ibid., p. 16
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espece et, de cette facon, ces deux especes se génent moins 'une |'autre que si
elles appartenaient a une niche identique@» Manifestement, ces paramécies
s'installent dans une sorte de coexistence pacifique en se partageant ’espace.

Gause généralise ’ensemble de ces résultats : «Dans tous les cas, nous pou-
vons affirmer que la structure d'une biocénose est fondée sur la structure consti-
tuée par I'’ensemble de ses nichesE}», deux especes ne pouvant vivre indéfini-
ment dans la méme niche. Ce qui est I'énoncé du «principe d’exclusion»qu’il a
mis en évidence expérimentalement.

Gause étudie enfin le cas de deux especes dont I'une se nourrit de 1’autre.
Dans ce systeme proie-prédateur, les fluctuations périodiques prévues par la
théorie ne se trouvent étre vérifiées que pour des systémes biologiques tres pri-
mitifs. Une longue série d’expériences variées et ingénieuses met en évidence
I'extréme sensibilité de 1’évolution de I’ensemble proies-prédateurs aux condi-
tions initiales. En particulier, les fluctuations de Lotka-Volterra «peuvent étre
observées dans des associations biologiques tres primitives ou l'intensité de
I'attaque de 'agresseur [...] est soumise aux lois du hasardEG}». Gause reprend
implicitement I’échelle de valeur de Lotka, avec, tout en bas de la hiérarchie,
les étres primitifs incapables de «tromper la chance». Au cours de I'évolution
du systeme, les fluctuations classiques prévues par la théorie de perdurent que
pour de faibles niveaux de population, jusqu’a ce qu’'apparaissent éventuel-
lement des oscillations de relaxation, c.-a-d. des cycles limites, familieres aux
physiciens.

Notons que Gause, a écrit son livre, The struggle for existence, qui a été un
tournant dans la biologie mathématique, a I’age de 24 ans (!).

Mentionnons enfin que Gause et ses collaborateursﬁ ont modifié le mo-
dele proie-prédateur de Lotka-Volterra en tenant compte notamment des res-
sources limitées.

13.8 Kolmogorov et la biologie

Kolmogorov est célébre, entre autres choses, pour son ouvrage fondateur
de la théorie des probabilités moderne (publié alors qu’il avait 28 ans!). Il est
peut-étre moins connu qu’il avait comme passion la biologie et I'histoire russe.
Kolmogorov a publié peu d’articles consacrés a la biologie mais tous sont des

14. Ibid., p. 25

15. GAUSE, EG., «The Principles of Biocenology», Quaterly Review of Biology, 11, 1936, p. 326.

16. GAUSE G.E, «Vérifications expérimentales...», art. cit., p. 42 sq.

17. Latraduction anglaise est parue chez Williams and Wilkins, Baltimore, en 1935.

18. G.E GAUSE, N.P. SMARAGDOVA, A.A. WITT, Further studies of interaction between preda-
tor and prey, J. Anim. Ecol., vol. 5 (1936).
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contributions originales.

En ce qui concerne ses travaux sur la dynamique des populations, le point
de départ de Kolmogorov est I'article sus-cité de Volterra.HDans sanote, écrite
en italien, @Kolmogorov considere le modele de Volterra comme une premiere
approximation et il considere le modele le plus général possible compatible
avec une interaction de type proie-prédateur (cf. section [9.2).
En utilisant le théoreme de Poincaré-Bendixson, il a
argumenté qu’il pouvait y avoir un cycle limite, donc
des oscillations robustes des populations des proies
et des prédateurs. Il y a avait en réalité quelques
détails techniques négligés par Kolmogorov, mais le
raisonnement était essentiellement correct. Ce n’est
que dans les années 1960 que ce travail a été re- ‘;
connu, notamment grace aux articles de Rosenzweig- ’/
MacArthur et Rescigno-Richardson, Holling, etc. S

I est intéressant de noter que Kolmogorov ex-
plique dans sa note que la modélisation d'un €co-  apgrei kolmogorov (1903-1987)
systeme par un modele déterministe ne peut pas étre
valable pour des effectifs de population tres petits.

Kolmogorov a joué un role important dans la théorie des chaines de Markov
et dans celle des processus de ramification. Il a par exemple été le premier a
étudier les chaines de Markov a espace d’état dénombrable@

19. Variazioni e fluttuazioni del numero di individui in specie animali conviventi, Mem. R.
Accad. Lincei, vol. II.

20. A.N. KOLMOGOROV, Sulla teoria di Volterra della lotta per l'esistenza, Instituto Ital. At-
tuari, vol. 7 (1936).

21. KOLMOGOROV A., Anfangsgriinde des Markoffschen Ketten mit unendlich vielen mogli-
chen Zustdnden. Rec. Math. Moscow (Mat. Sb.) 1 (43) (1936), 607-10.
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